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อุปนัยเชิงคณิตศาสตร
Mathematical Induction

1 อุปนัยเชิงคณิตศาสตร
อุปนัยเชิงคณิตศาสตรเปนเคร่ืองมือในการพิสูจนสูตรหรือขอความทางคณิตศาสตรที่สําคัญเชน

1. 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n +

2. 5 | ( 5n  - n)
3. a + b หาร n2a  - n2b  ลงตัว

ให P(n) เปนขอความในพจนของ n
การพิสูจนวา P(n) เปนจริง เราเลือกใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตรไดหลายแบบ

แบบที่ 1 ถา (1) P(1) เปนจริง
(2) ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง

แลว P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 ให m ≥ 1
ถา (1) P(m) เปนจริง

(2) ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ m แลว P(k + 1) เปนจริง
แลว P(n) เปนจริง ทุกคา n = m, m + 1, m + 2, ...

แบบที่ 3 ถา (1) P(1) เปนจริง
(2) ถา P(k) เปนจริง ทุกคา k < n แลว P(n) เปนจริง

แลว P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N

เทคนิควิธีในการพิสูจนโดยใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตรมีหลายแบบดังตอไปนี้
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ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction2

2 การจัดรูปพีชคณิตจากซายไปเทากับขวาหรือจัดรูปเขามาหากันตรงกลาง
ตัวอยาง 2.1 จงแสดงวา 1 + 2 + 3 + ... + n = 2

)1n(n +  ทุกคา n ∈ N

แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1 + 2 + 3 + ... + n = 2
)1n(n +  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

2
)11)(1( +  = 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 1 + 2 + 3 + ... + k = 

2
)1k(k +

เพราะฉะนั้น 1 + 2 + 3 + ... + k + (k + 1) = 
2

)1k(k +  + (k + 1)
  = (k + 1)( 2

k  + 1)

 = 2
)2k)(1k( ++

 = 2
)1)1k)((1k( +++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + 2 + 3 + ... + n = 2

)1n(n +  ทุกคา n ∈ N

ตัวอยาง 2.2 จงแสดงวา 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 6
n (n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N

แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 6
n (n + 1)(2n + 1) ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 6

1 (1 + 1)(2 (1) + 1) = 21  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น 21  + 22  + 23  + ... + 2k  = 6

k (k + 1)(2k + 1)
บวกท้ังสองขางดวย (k + 1) 2  จะได
     21  + 22  + 23  + ... + 2k  + (k + 1) 2 = 6

k (k + 1)(2k + 1) + (k + 1) 2

= (k + 1)(
6

)1k2(k +  + (k + 1))

= 6
1k + (2 2k  + k + 6k + 6)

= 6
1k + (2 2k  + 7k + 6)

= 6
1k + (2k + 3)(k + 2)

= 6
1k + ((k + 1) + 1)(2 (k + 1) + 1)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
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โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 21  + 22  + 23  + ... + 2n  = 6

n (n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N

ตัวอยาง 2.3 จงแสดงวา 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = ( 2
n (n + 1)) 2  ทุกคา n ∈ N

แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = ( 2
n (n + 1)) 2  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (

2
1 (1 + 1)) 2  = 31  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 31  + 32  + 33  + ... + 3k  = ( 2

k (k + 1)) 2

บวกท้ังสองขางดวย (k + 1) 3  จะได 31  + 32  + 33  + ... + 3k  + (k + 1) 3  = ( 2
k (k + 1)) 2  + (k + 1) 3

= (k + 1) 2 ( 4
k2  + (k + 1))

= 
4

)1k( 2+ ( 2k  + 4k + 4)

= 
4

)1k( 2+ (k + 2) 2

= ( 2
)1)1k)((1k( +++ ) 2

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 31  + 32  + 33  + ... + 3n  = ( 2

n (n + 1)) 2  ทุกคา n ∈ N

ตัวอยาง 2.4 จงแสดงวา 1(1!) + 2(2!) + 3(3!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1(1!) + 2(2!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1(1!) = 1 = (1 + 1)! - 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 1(1!) + 2(2!) + ... + k(k!) = (k + 1)! - 1
เพราะวา 1(1!) + 2(2!) + ... + k(k!) + (k + 1)((k + 1)!) = ((k + 1)! - 1) + (k + 1)((k + 1)!)

= (k + 1)! - 1 + (k + 1)(k + 1)!
= (k + 2)(k + 1)! - 1
= ((k + 1) + 1)! - 1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1(1!) + 2(2!) + ... + n(n!) = (n + 1)! - 1 เปนจริง ทุกคา n ∈ N
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ตัวอยาง 2.5 จงแสดงวา 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2
n (3n - 1) ทุกคา n ∈ N

แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2
n (3n - 1) ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

2
1 (3(1) - 1) = 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น 1 + 4 + 7 + ... + (3k - 2) = 2

k (3k - 1)
บวกท้ัง 2 ขางดวย (3(k + 1) - 2) จะได
  1 + 4 + 7 + ... + (3k - 2) + (3(k + 1) - 2) = 2

k (3k - 1) + (3(k + 1) - 2)
= 2

k (3k - 1) + 3k + 1

= 
2

1k6kk3 2 ++−

= 
2

2k5k3 2 ++

= 
2

)1k( + (3k + 2)

= 
2

)1)1k(3)(1k( −++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + 4 + 7 + ... + (3n - 2) = 2

n (3n - 1) ทุกคา n ∈ N 

ตัวอยาง 2.6 จงแสดงวา 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (1) 2 (2(1) 2  - 1) = 1 = 31  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น 31  + 33  + 35  + ... + (2k - 1) 3  = 2k (2 2k  - 1)
บวกดวย (2(k + 1) - 1) 3  ทั้งสองขางจะได

31  + 33  + 35  + ... + (2k - 1) 3  + (2(k + 1) - 1) 3  = 2k (2 2k  - 1) + (2(k + 1) - 1) 3

= 2 4k  - 2k  + (8 3k  + 12 2k  + 6k + 1)
= 2 4k  + 8 3k  + 11 2k  + 6k + 1
= (2 4k  + 4 3k  + 2k ) + (4 3k  + 8 2k  + 2k) + (2 2k  + 4k + 1)
= ( 2k  + 2k + 1)(2 2k  + 4k + 1)
= (k + 1) 2 (2(k + 1) 2  - 1)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 31  + 33  + 35  + ... + (2n - 1) 3  = 2n (2 2n  - 1) ทุกคา n ∈ N
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3 การจัดรูปแบบทางพีชคณิตที่ตองมีการบวกเขาและลบออก
ตัวอยาง 3.1 จงแสดงวา a + b หาร n2a  - n2b  ลงตัว ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (a + b) | ( n2a  - n2b ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 2a  - 2b  = (a + b)(a - b) เพราะฉะนั้น (a + b) | ( 2a  - 2b ) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น a + b หาร k2a  - k2b  ลงตัว
  )1k(2a +  - )1k(2b + = 2a k2a  - 2b k2b

= 2a k2a  - 2a k2b  + 2a k2b  - 2b k2b (บวกเขาและลบออก)
= 2a ( k2a  - k2b ) + k2b ( 2a  - 2b )

เพราะวา (a + b) | ( k2a  - k2b ), (a + b) | ( 2a  - 2b ) เพราะฉะนั้น (a + b) | ( )1k(2a +  - )1k(2b + )
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น a + b หาร n2a  - n2b  ลงตัว ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ 2a  - 2b  = (a + b)(a - b)

4a  - 4b  = ( 2a  - 2b )( 2a  + 2b ) = (a + b)(a - b)( 2a  + 2b )
:

na  - nb  = (a + b)( 1na −  - 2na − b + 3na − 2b  - … + 1nb − ) เมื่อ n เปนเลขคู
โดยใชสูตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตเมื่อพจนแรก = 1na −  และอัตราสวนรวม = - a

b

เพราะฉะนั้น 1na −  - 2na − b + 3na − 2b  - … + 1nb −

= 
)a

b(1

))a
b(1)(a( n1n

−−

−−−

 (เพราะวา n เปนเลขคู เพราะฉะนั้น (- a
b ) n  = n

n

a
b )

= 
ba
ba nn

+
−

ตัวอยาง 3.2 จงแสดงวา a - b หาร na  - nb  ลงตัว ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (a - b) | ( na  - nb ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (a - b) | (a - b) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น a - b หาร ka  - kb  ลงตัว
    1ka +  - 1kb + = a ka  - kb b

= a ka  - a kb  + a kb  - kb b (บวกเขาและลบออก)
= a( ka  - kb ) + kb (a - b)
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เพราะวา (a - b) | ( ka  - kb ) และ (a - b) | (a - b) เพราะฉะนั้น (a - b) | ( 1ka +  - 1kb + )
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (a - b) | ( na  - nb ) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ 1. ba

ba nn

−
− = 1na −  + 2na − b + 3na − 2b  + … + 1nb −

2. โดยใชสูตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตจะได

1na −  + 2na − b + 3na − 2b  + … + 1nb − = 
)a

b(1

))a
b(1(a n1n

−

−−

= ba
ba nn

−
−

ตัวอยาง 3.3 จงแสดงวา a + b หาร 1n2a −  + 1n2b −  ลงตัว ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (a + b) | ( 1n2a −  + 1n2b − ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1)1(2a −  + 1)1(2b −  = a + b เพราะฉะนั้น (a + b) | ( 1)1(2a −  + 1)1(2b − ) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น a + b หาร 1k2a −  + 1k2b −  ลงตัว
  1)1k(2a −+  + 1)1k(2b −+ = 1k2a +  + 1k2b +

= 2a 1k2a −  + 2b 1k2b −

= 2a 1k2a −  + 2a 1k2b −  - 2a 1k2b −  + 2b 1k2b −  (บวกเขาและลบออก)
= 2a ( 1k2a −  + 1k2b − ) - 1k2b − ( 2a  - 2b )

เพราะวา (a + b) | ( 2a  - 2b ), (a + b) | ( 1k2a −  + 1k2b − ) เพราะฉะนั้น (a + b) | ( 1)1k(2a −+  + 1)1k(2b −+ )
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น a + b หาร 1n2a −  + 1n2b −  ลงตัว ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ เมื่อ n เปนเลขคี่

3a  + 3b  = (a + b)( 2a  - ab + 2b )
5a  + 5b  = (a + b)( 4a  - 3a b + 2a 2b  - a 3b  + 4b )
7a  + 7b  = (a + b)( 6a  - 5a b + 4a 2b  - 3a 3b  + 2a 4b  - a 5b  + 6b )

โดยใชสูตรผลบวกของลําดับเรขาคณิตเมื่อ พจนแรก = 1na −  และ อัตราสวนรวม = (- a
b )

จะได 1na −  - 2na − b + 3na − 2b  - 4na − 3b  + 5na − 4b  - … + 1nb −   บรรทัดน้ีตองปรับปรุง

= 
)a

b(1

))a
b(1)(a( n1n

−−

−−−

 (เพราะวา n เปนเลขคี่ เพราะฉะนั้น (- a
b ) n  = - n

n

a
b )

= ba
ba nn

+
+
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ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction 7

4 ใชเหตุผลเฉพาะ
ตัวอยาง 4.1 กําหนดให 1x , 2x , ... , nx  เปนจํานวนจริง ทุกคา n ∈ N
จงแสดงวา | 1x  + 2x  + ... + nx  | ≤ | 1x  | + | 2x  | + ... + | nx  |
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ | 1x  + 2x  + ... + nx  | ≤ | 1x  | + | 2x  | + ... + | nx  | ”
เพราะวา | 1x  | ≤ | 1x  | เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(1) การแสดงวา P(2) เปนจริง
เพราะวา      | a + b | 2 = 2a  + 2ab + 2b

≤ | a | 2  + 2 | a | | b | + | b | 2

= ( | a | + | b | ) 2

เพราะฉะนั้น | a + b | ≤ | a | + | b |
เพราะฉะนั้น | 1x  + 2x  | ≤ | 1x  | + | 2x  | เพราะฉะนั้น P(2) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 2 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 2
เพราะฉะนั้น | 1x  + 2x  + 3x  + ... + kx  | ≤ | 1x  | + | 2x  | + ... + | kx  |
 | 1x  + 2x  + ... + kx  + 1kx +  | = | ( 1x  + 2x  + ... + kx ) + ( 1kx + ) |

≤ | 1x  + 2x  + ... + kx  | + | 1kx +  | (P(2) เปนจริง)
≤ | 1x  | + | 2x  | + ... + | kx  | + | 1kx +  | (P(k) เปนจริง)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n = 2, 3, 4, ...
เพราะฉะนั้น | 1x  + 2x  + ... + nx  | ≤ | 1x  | + | 2x  | + ... + | nx  | เปนจริง ทุกคา n ∈ N

ตัวอยาง 4.2 จงแสดงวา (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx ทุกคา n ∈ N
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (cos x + i sin x)1  = cos x + i sin x เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น  (cos x + i sin x) k = (cos kx + i sin kx) ... (1)
  (cos x + i sin x) 1k+ = (cos x + i sin x)(cos x + i sin x) k

= (cos x + i sin x)(cos kx + i sin kx) (จาก (1))
= cos x cos kx + i cos x sin kx + i sin x cos kx - sin x sin kx
= (cos x cos kx - sin x sin kx) + i(cos x sin kx + sin x cos kx)
= cos(x + kx) + i sin(x + kx)
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= cos(k + 1)x + i sin(k + 1)x
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (cos x + i sin x) n  = cos nx + i sin nx ทุกคา n = 1, 2, 3, ...
หมายเหตุ ทฤษฎีบทของเดอมัวฟ กลาววา
ถา z = r(cos θ + i sin θ) แลว nz  = nr (cos nθ + i sin nθ) ทุกคา n = 1, 2, 3, ... 

ตัวอยาง 4.3 กําหนดให 1a , 2a , 3a , ... , na  เปนจํานวนจริงบวก
จงแสดงวา คาเฉล่ียเรขาคณิตนอยกวาหรือเทากับคาเฉล่ียเลขคณิต
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ คาเฉล่ียเรขาคณิตของ 1a , 2a , 3a , ... , na  นอยกวาหรือเทากับคาเฉล่ีย
เลขคณิตของ 1a , 2a , 3a , ... , na  ”
(1) การแสดงวา P(2) เปนจริง
เพราะวา  0 ≤ ( x  - y ) 2

= x - 2 x y  + y
        2 x y ≤ x + y

         xy ≤ 
2

yx +

เพราะฉะนั้น 21aa  ≤ 
2

aa 21 +  เพราะฉะนั้น P(2) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(n) เปนจริง เมื่อ n ≥ 2 แลว P(n + 1) เปนจริง
สมมติ P(n) เปนจริง เมื่อ n ≥ 2
ให 1a , 2a , 3a , ... , na , 1na +  เปนจํานวนจริงบวก และ 0 ≤ 1a  ≤ 2a  ≤ 3a  ≤ ... ≤ na  ≤ 1na +

เพราะฉะนั้น 1na +  ≥ n
a...aaa n321 ++++ ... (1)

ให nA  = n
a...aaa n321 ++++  และ 1nA +  = 1n

aa...aaa 1nn321
+

+++++ +  ... (2)
จาก (1) และ (2) จะได 1na +  ≥ nA  เพราะฉะนั้นมีจํานวนจริง b ≥ 0 ที่ทําให 1na +  = nA  + b ... (3)
จาก (2) จะได       1nA + = 1n

bAnA nn
+

++

= nA  + 
1n

b
+

    ( 1nA + ) 1n+ = ( nA  + b
n+1

) 1n+

= ( nA ) 1n+  + ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

1
1n ( nA ) n (

1n
b
+

) + ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

2
1n ( nA ) 1n− (

1n
b
+

) 2  + ...+

+ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

n
1n

nA (
1n

b
+

) n  + ( 1n
b
+

) 1n+

เพราะวา ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

2
1n ( nA ) 1n− (

1n
b
+

) 2  + ...+ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

n
1n

nA (
1n

b
+

) n  + ( 1n
b
+

) 1n+  ≥ 0

เพราะฉะนั้น  ( 1nA + ) 1n+ ≥ ( nA ) 1n+  + (n + 1)( nA ) n ( 1n
b
+

)
= ( nA ) 1n+  + ( nA ) n b
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= ( nA ) n ( nA  + b)
= ( nA ) n

1na + (จาก (3))
เพราะฉะนั้น ( 1nA + ) 1n+ ≥ ( nA ) n

1na + ... (4)

เพราะวา P(n) เปนจริง เพราะฉะนั้น n
a...aa n21 +++  ≥ ( 1a 2a  ... na )

1
n

            nA ≥ ( 1a 2a  ... na )
1
n

            ( nA ) n ≥ 1a 2a  ... na

 ( nA ) n
1na + ≥ 1a 2a  ... na 1na +

           ( 1nA + ) 1n+ ≥ 1a 2a  ... na 1na + (จาก (4))

                1nA + ≥ ( 1a 2a  ... 1na + )
1

1n+

     1n
a...aa 1n21

+
+++ + ≥ ( 1a 2a  ... 1na + )

1
1n+

เพราะฉะนั้น P(n + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง  ทุกคา n = 2, 3, 4, ...
เพราะฉะนั้น คาเฉล่ียเรขาคณิตของ 1a , 2a , 3a , ... , na  นอยกวาหรือเทากับคาเฉล่ียเลขคณิต
ของ 1a , 2a , 3a , ... , na  เปนจริง ทุกคา n = 2, 3, 4, ... 

ตัวอยาง 4.4 จงแสดงวา { 1a , 2a , ... , na  } มีสับเซตทั้งหมด n2  เซต
แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ { 1a , 2a , ... , na  } มีสับเซตทั้งหมด n2  เซต ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา { 1a  } มีสับเซต 2 เซต คือ ∅ และ { 1a  } เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 ... (1)
ให { 1a , 2a , ... , ka , 1ka +  } เปนเซตที่มีสมาชิก k + 1 ตัว
จาก (1) จะได { 1a , 2a , ... , ka  } มีสับเซตทั้งหมด k2  เซต
ให 1A , 2A , 3A , ... , k2

A  เปนสับเซตของ { 1a , 2a , ... , ka  }
เพราะวา 1A  ∪ { 1ka +  }, 2A  ∪ { 1ka +  }, 3A  ∪ { 1ka +  }, ... , k2

A  ∪ { 1ka +  }
และ 1A , 2A , 3A , ... , k2

A  เปนสับเซตของ { 1a , 2a , ... , ka , 1ka +  }
เพราะฉะนั้น { 1a , 2a , ... , ka , 1ka +  } มีสับเซตทั้งหมด 1k2 +  เซต
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพระฉะนั้น { 1a , 2a , ... , na  } มีสับเซตทั้งหมด n2  เซต ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น ถา | A | = n แลว | P(A) | = n2  
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ตัวอยาง 4.5 จงแสดงวา )x(
dx
d n

n
n  = n! ทุกคา n ∈ N

แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ )x(
dx
d n

n
n  = n! ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

dx
dx  = 1 = 1! เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา  1k

1k

dx
d

+

+ ( 1kx + ) = k
k

dx
d (

dx
d ( 1kx + ))

= d
dx

k

k ((k + 1) kx )

= (k + 1) k
k

dx
d ( kx )

= (k + 1)(k!) (P(k) เปนจริง ⇒ k
k

dx
d ( kx ) = k!)

= (k + 1)!
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น )x(

dx
d n

n
n  = n! ทุกคา n ∈ N

หมายเหตุ โดยผลจากขางตนจะได n
n

n
)cx(

dx
d +  = n!

ขอพิสูจน เพราะวา (x + c) n  = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
0
n nx  + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
1
n 1nx − c + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
2
n 2nx − 2c  + ... + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

− 1n
n x nc  + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
n
n nc

และ )x(
dx
d 1n

n
n −  = 0, )x(

dx
d 2n

n
n −  = 0, ... , )x(

dx
d

n
n  = 0, )c(

dx
d n

n
n  = 0

เพราะฉะนั้น n
n

n
)cx(

dx
d +  = n

n

dx
d ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
0
n nx  = )x(

dx
d n

n
n  = n!

ในทํานองเดียวกันจะได n
n

dx
d (x - c) n  = n!
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แบบฝกหัด อุปนัยเชิงคณิตศาสตร

1. จงแสดงวา 7 | ( n8  - 14n + 27) ทุกคา n ∈ N
2. จงแสดงวา 6 | ( 3n  + 11n) ทุกคา n ∈ N
3. จงแสดงวา n3  > 4n  ทุกคา n ≥ 8
4. จงแสดงวา n4  > 4n  ทุกคา n ≥ 5
5. จงแสดงวา 3n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 10
6. จงแสดงวา 4n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 16
7. จงแสดงวา 3 | ( n7  + 2) ทุกคา n ∈ N
8. จงแสดงวา 4 | ( n5  + 3) ทุกคา n ∈ N
9. จงแสดงวา 9 | ( 3n  + (n + 1) 3  + (n + 2) 3 ) ทุกคา n ∈ N
10. จงแสดงวา 1 + 5 + 25  + ... + 1n5 −  = 

4
1 ( n5  - 1) ทุกคา n ∈ N

11. กําหนดให m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา m! n! < (m + n)! ทุกคา n ∈ N
12. จงแสดงวา 

21
1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ทุกคา n ∈ N

13. จงแสดงวา 41
1
⋅

 + 74
1
⋅

 + 107
1
⋅

 + ... + )1n3)(2n3(
1

+−
 =

1n3
n
+

 ทุกคา n ∈ N

14. จงแสดงวา (1 - 
2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 1n

1
+

) = 1n
1
+

 ทุกคา n ∈ N

15. จงแสดงวา 21  + 22  + 23  + ... + (n - 1) 2  < 3
n3  ทุกคา n ∈ N

16. จงแสดงวา 3
n3

< 21  + 22  + 23  + ... + 2n  ทุกคา n ∈ N
17. จงแสดงวา 21

1
⋅

 + 32
1
⋅

 + 43
1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

  ทุกคา n ∈ N

18. จงแสดงวา - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + n)1(− 2n  = n)1(− 2
)1n(n +  ทุกคา n ∈ N

19. จงแสดงวา 321
5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2n)(1n(n
4n
++

+  = )2n)(1n(2
)7n3(n
++

+  ทุกคา n ∈ N

20. จงแสดงวา (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n) = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1)) ทุกคา n ∈ N
21. จงแสดงวา 1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3

)2n)(1n(n ++  ทุกคา n ∈ N

22. จงแสดงวา 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + n(n + 1)(n + 2) = 
4

)3n)(2n)(1n(n +++  ทุกคา n ∈ N
23. กําหนดให p เปนจํานวนเต็มบวก

จงแสดงวา (1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + (3⋅4⋅5 ... (p + 2)) + ... + (n(n + 1) ... (n + p - 1))
= 

1p
)pn)...(2n)(1n(n

+
+++   ทุกคา n ∈ N

24. จงแสดงวา 
4321

1
⋅⋅⋅

 + 5432
1

⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n(
1

−−−
 = 

3
1 (

6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−
), n ≥ 4

25. จงแสดงวา 
321

1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
1

−−
 = 

2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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26. จงแสดงวา (1 + 
3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 ) = 
2
3 (1 - 1n23

1
+

) ทุกคา n ∈ N

27. จงแสดงวา x1
1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + n2

n

x1

2

+
= 

1x
1
−

 + 1n2

1n

x1

2
+

+

−
 ทุกคา n ∈ N

28. จงแสดงวา a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−  ทุกคา n ∈ N

29. จงแสดงวา 1 + x + 2x  + 3x  + ... + nx  = 
x1

x1 1n

−
− +  ทุกคา n ∈ N

30. จงแสดงวา )x(
dx
d n

n
n  = n!

31. จงแสดงวา k
k

dx
d (x - c) n

cx = = 0 ทุกคา k = 0, 1, 2, ... , n - 1

32. จงแสดงวา k
k

dx
d (q(x)(x - c) n ) cx =  = 0 ทุกคา k = 0, 1, 2, ... , n - 1

33. จงแสดงวา 2 | n(n + 1) ทุกคา n ∈ N
34. จงแสดงวา 3 | n(n + 1)(n + 2) ทุกคา n ∈ N
35. จงแสดงวา 4 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
36. ให m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา m | n(n + 1)(n + 2) ... (n + m - 1)
37. จงแสดงวา 3 | ( 3n  - n) ทุกคา n ∈ N
38. จงแสดงวา 5 | ( 5n  - n) ทุกคา n ∈ N
39. จงแสดงวา 7 | ( 7n  - n) ทุกคา n ∈ N
40. จงแสดงวา 11 | ( 11n  - n) ทุกคา n ∈ N
41. จงแสดงวา 3 | n( 2n  + 2) ทุกคา n ∈ N
42. จงแสดงวา 24 | (2n - 1)((2n - 1) 2  - 1) ทุกคา n ∈ N
43. จงแสดงวา 6 | n(n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N
44. จงแสดงวา p | ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p  ทุกจํานวนเฉพาะ p และ r = 1, 2, ..., p - 1

45. กําหนดให p เปนจํานวนเฉพาะ จงแสดงวา p | ( pn  - n) ทุกคา n ∈ N
46. จงแสดงวา 35 | ( n63  - n62 ) ทุกคา n ∈ N
47. จงแสดงวา 30 | ( 1n42 +  - 2) ทุกคา n ∈ N
48. จงแสดงวา 20 | ( n211  - 1) ทุกคา n ∈ N
49. จงแสดงวา 8 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
50. จงแสดงวา 120 | ( 5n  - 5 3n  + 4n) ทุกคา n ∈ N
51. จงแสดงวา 7 | ( 1n23 +  + 2n2 + ) ทุกคา n ∈ N
52. จงแสดงวา 6 | (n( 2n  + 5)) ทุกคา n ∈ N
53. จงแสดงวา 5 | ( 1n22 −  + 1n23 − ) ทุกคา n ∈ N
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54. ให k เปนจํานวนเต็มบวกคี่ จงแสดงวา 2
n (n + 1) | ( k1  + k2  + k3  + ... + kn ) ทุกคา n ∈ N

55. จงแสดงวา ทุกจํานวนจริง a ≥ 2 จะได na  > n ทุกคา n ∈ N
56. จงแสดงวา n3  ≥ 1 + 2n ทุกคา n ∈ N
57. ให m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา 1 + 

m
n ≤ (1 + m

1 ) n  ทุกคา n ∈ N

58. ให m เปนจํานวนจริงบวก จงแสดงวา (1 + 
m
1 ) n  < 1 + 

m
n  + 2

2

m
n  ทุกคา n ∈ N และ n ≤ m

59. จงแสดงวา 2 ≤ (1 + n
1 ) n  ≤ 3 ทุกคา n ∈ N

60. จงแสดงวา n! > ( e
n ) n  ทุกคา n ∈ N

61. จงแสดงวา n! < n( e
n ) n  ทุกคา n ≥ 7

62. จงแสดงวา ( e
n ) n  < n! < n( e

n ) n  ทุกคา n = 7, 8, ...

63. จงแสดงวา 
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ ... ⋅

n2
)1n2( −  < 

1n3
1
+

 ทุกคา n ∈ N

64. กําหนดให 1a  = 1 และ na  = (n) 1na −  จงแสดงวา na  = n!

65. กําหนดให na  = - n 1na −  + n!, 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

เปนเลขคี่
เปนเลขคู

  n;0

  n;!n
  

66. กําหนดให na  = 2 1na −  + n)1(− , 0a  = 2 จงแสดงวา na  = 
3
5 ( n2 ) + 

3
1 n)1(−

67. กําหนดให 1na +  = na ( na  + 2), 1a  = 3 จงแสดงวา na  = n2)2(  - 1
68. กําหนดให na  = 1na −  + 3(n - 1), 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 

2
1 (n - 1)n + 1

 69. กําหนดให 1a  = 3, 2a  = 7, na  = 3 1na −  - 2 2na −  จงแสดงวา na  = 1n2 +  - 1
70. กําหนดให na  = 

)3n(n
a 2n

−
− , 0a  = 1 จงแสดงวา n2a  = )!n2(

n21−

71. กําหนดให (2n + 1)(2n) na  - 7 1na −  = 0, 1a  = 
6
7  จงแสดงวา na  = 

)!1n2(
7n

+

72. กําหนดให n na  + 2 2na −  = 0, 0a  = 0, 1a  = 1 จงแสดงวา n2a  = !n
)1( n−

73. กําหนดให na  = 2 1na −  + 3 2na − , 0a  = 1, 1a  = 1 จงแสดงวา na  = -
2
1 ( n3  + n)1(−  )

74. กําหนดให na  = 3 1na −  + 4 2na − , 0a  = 1, 1a  = 1 จงแสดงวา na  = 
5
2 ( n4 ) + 

5
3 n)1(−

75. กําหนดให 1a  = 2 และ na  = 1na −  + n จงแสดงวา na  = 1 + 
2
1 n(n + 1)

76. กําหนดให na  = 1na −  + n(n - 1), 0a  = 3 จงแสดงวา na  = 2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

3
1n  + 3

77. กําหนดให na  = 3 1na −  - 2, 0a  = 0 จงแสดงวา na  = - n3  + 1
78. กําหนดให na  = 1na −  + 3 2n , 0a  = 0 จงแสดงวา na  = 6 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

3
2n  - 3 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

2
1n

79. กําหนดให na  = 2 1na −  + n, 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 3( n2 ) - n - 2
80. กําหนดให na  = 2 1na −  + 1, 1a  = 1 จงแสดงวา na  = n2  - 1

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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81. จงแสดงวา 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + ... + (1 + 3 + 5 + ... + (1 + 2(n - 1)) = 6
n (n + 1)(2n + 1)

82. ให 1S  = { 1 }
2S  = { 2, 3 }
3S  = { 4, 5, 6 }
4S  = { 7, 8, 9, 10 }

:
จงหาผลบวกของสมาชิกในเซต nS

83. จงแสดงวา n2  < n! ทุกคา n ≥ 4
84. จงแสดงวา (2n)! < n22 (n!) 2  ทุกคา n ∈ N
85. จงแสดงวา 2304 | ( n27  - 48n - 1) ทุกคา n ∈ N
86. จงแสดงวา 

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

n
1  ≤ 2 n  - 1 ทุกคา n ∈ N

87. จงแสดงวา 6400 | ( n29  - 80n - 1) ทุกคา n ∈ N
88. จงแสดงวา 3 | ( n4  + 2) ทุกคา n ∈ N
89. จงแสดงวา 13 | ( 1n24 +  + 2n3 + ) ทุกคา n ∈ N
90. จงแสดงวา 24 | (713( 2n39 − ) + 15) ทุกคา n ∈ N
91. จงแสดงวา 24 | ( n16  + 2n39 −  - 1) ทุกคา n ∈ N
92. จงแสดงวา 9 | (2⋅ n10  + 3⋅ 1n10 −  + 4) ทุกคา n ∈ N
93. จงแสดงวา 11 | (8⋅ n210  + 6⋅ 1n210 −  + 9) ทุกคา n ∈ N
94. จงแสดงวา 1 + n < n2  ทุกคา n ≥ 2
95. จงแสดงวา 41  + 42  + 43  ... + (n - 1) 4  < 5

n5  ทุกคา n ∈ N

96. จงแสดงวา 5
n5  < 41  + 42  + 43  ... + (n - 1) 4  + 4n  ทุกคา n ∈ N

97. จงแสดงวา 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  ≥ n  ทุกคา n ∈ N

98. จงแสดงวา 21
1  + 22

1  + 23
1  + ... + 2n

1  ≤ 2 - n
1  ทุกคา n ∈ N

99. กําหนดให 1na +  = 2 ∑
=

n

0  i
na , 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 2( 1n3 − ) ทุกคา n ∈ N

100. กําหนดให 1na +  = 4 na  - 1, 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 3
2 ( n4 ) + 3

1  ทุกคา n ∈ N
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เฉลยแบบฝกหัด อุปนัยเชิงคณิตศาสตร
1. จงแสดงวา 7 | ( n8  - 14n + 27) ทุกคา n ∈ N
1. แนวคิด ให na  = n8  - 14n + 27 เพราะฉะนั้น 1a  = 18  - 14(1) + 27 = 21
ให P(n) แทนขอความ “ 7 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 21 เพราะฉะนั้น 7 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น 7 | ka

  1ka +  - ka = ( 1k8 +  - 14(k + 1) + 27) - ( k8  - 14k + 27)
= 1k8 +  - k8  - 14
= k8 (8 - 1) - 14
= 7( k8  - 2)

เพราะฉะนั้น    1ka + = 7( k8  - 2) + ka

เพราะวา 7 | ka  เพราะฉะนั้น 7 | (7( k8  - 2) + ka ) เพราะฉะนั้น 7 | 1ka +  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 7 | ( n8  - 14n + 27) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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2. จงแสดงวา 6 | ( 3n  + 11n) ทุกคา n ∈ N
2. แนวคิด ให na  = 3n  + 11n เพราะฉะนั้น 1a  = 12
ให P(n) แทนขอความ “ 6 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 12 เพราะฉะนั้น 6 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 เพราะฉะนั้น 6 | ka

   1ka +  - ka = ((k + 1) 3  + 11(k + 1)) - ( 3k  + 11k)
= (k + 1) 3  - 3k  + 11
= 3k  + 3 2k  + 3k + 1 - 3k  + 11
= 3( 2k  + k + 4)
= 3(k(k + 1) + 4)

เพราะฉะนั้น    1ka + = 3(k(k + 1) + 4) + ka

เพราะวา k(k + 1) เปนเลขคู เพราะฉะนั้น 2 | k(k + 1) เพราะฉะนั้น 2 | (k(k + 1) + 4)
เพราะวา gcd(2, 3) = 1 และ 2 | (k(k + 1) + 4) และ 3 | (3(k(k + 1) + 4)) เพราะฉะนั้น 6 | (3(k(k + 1) + 4))
เพราะวา 6 | (3(k(k + 1) + 4)) และ 6 | ka  เพราะฉะนั้น 6 | (3(k(k + 1) + 4) + ka ) เพราะฉะนั้น 6 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 6 | ( 3n  + 11n) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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3. จงแสดงวา n3  > 4n  ทุกคา n ≥ 8
3. แนวคิด ให nb  = 4

n

n
3  ทุกคา n ≥ 1

ให P(n) แทนขอความ “ nb  > 1 ”
(1) การแสดงวา P(8) เปนจริง
เพราะวา 83  = 6561 > 4096 = 48  เพราะฉะนั้น 1b  > 1 เพราะฉะนั้น P(8) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น kb  > 1 ... (1)

1kb +  = 4
1k

)1k(
3
+

+  = 3 4
k

k
3

4
4

)1k(
k
+

 = 3 kb 4
4

)1k(
k
+

... (2)

จากหมายเหตุจะได 4
4

)1k(
k
+

 > 3
1 ... (3)

จาก (1), (2) และ (3) จะได 1kb +  > 1 เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 8
เพราะฉะนั้น n3  > 4n  ทุกคา n ≥ 8
หมายเหตุ การแสดงวา 4

4

)1k(
k
+

 > 3
1

แบบที่ 1 ให nx  = ( n1
n
+

) 4 , n ≥ 1

เพราะฉะนั้น 
n

1n
x

x +  = ( )1n(1
1n
++

+ ) 4 ( n
n1 + ) 4  = ( 2n

1n
+
+

n
n1 + ) 4  = (

n2n
1n2n

2
2

+
++ ) 4  = (1 + 

n2n
1

2 +
) 4

เพราะฉะนั้น 
n

1n
x

x +  > 1 เพราะฉะนั้น 1nx +  > nx

เพราะวา 
∞→n

lim ( n1
n
+

) 4  = 
∞→n

lim (1 - n1
1
+

) 4  = 1 และ 1nx +  > nx  ทุกคา n ≥ 8

เพราะฉะนั้น nx  > 1 ทุกคา n ≥ 8 เพราะฉะนั้น ( n1
n
+

) 4  > 3
1  ทุกคา n ≥ 8

แบบที่ 2 4 3  = 3  > 732.1  > 69.1  = 1.3
  4 3  > 1.3 ⇒ 4 3  - 1 > 0.3

⇒ n( 4 3  - 1) > (0.3)n เมื่อ n ≥ 1
⇒ 4 3 n - n > 1 เมื่อ n ≥ 4
⇒ 4 3 n > n + 1 เมื่อ n ≥ 4
⇒ n1

n
+

 > 4 3
1 เมื่อ n ≥ 4

⇒ ( n1
n
+

) 4  > 3
1 เมื่อ n ≥ 4

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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4. จงแสดงวา n4  > 4n  ทุกคา n ≥ 5
4. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n4  > 4n  ”
(1) การแสดงวา P(5) เปนจริง
เพราะวา 54  = 1024 > 625 = 45  เพราะฉะนั้น P(5) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1k4 + = 4 k4

> 4( 4k ) (P(k) เปนจริง ⇒ k4  > 4k )
= 4k  + 4k  + 4k  + 4k

> 4k  + 4 3k  + 6 2k  + 4k + 1
= (k + 1) 4

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 5
เพราะฉะนั้น n4  > 4n  ทุกคา n ≥ 5  

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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5. จงแสดงวา 3n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 10
5. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 3n  ≤ n2  ”
(1) การแสดงวา P(10) เปนจริง
เพราะวา 310  = 1000 ≤ 1024 = 102  เพราะฉะนั้น P(10) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 10 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 10
 (k + 1) 3 = 3k  + 3 2k  + 3k + 1

≤ k2  + 3 2k  + 3k + 1
≤ k2  + 3 2k  + 3 2k  + 3 2k

≤ k2  + 9 2k

≤ k2  + 3k  (เพราะวา k ≥ 10)
≤ k2  + k2 (P(k) เปนจริง ⇒ 3k  ≤ k2 )
≤ 1k2 +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 16
เพราะฉะนั้น 3n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 10

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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6. จงแสดงวา 4n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 16
6. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 4n  ≤ n2  ”
(1) การแสดงวา P(16) เปนจริง
เพราะวา 416  = 162  เพราะฉะนั้น P(16) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 16 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 16
 (k + 1) 4 = 4k  + 4 3k  + 6 2k  + 4k + 1

≤ k2  + 4 3k  + 6 2k  + 4k + 1
≤ k2  + 4 3k  + 6 3k  + 4 3k  + 3k

≤ k2  + 15 3k

≤ k2  + 4k  (เพราะวา k ≥ 16)
≤ k2  + k2 (P(k) เปนจริง ⇒ 4k  ≤ k2 )
≤ 1k2 +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 16
เพราะฉะนั้น 4n  ≤ n2  ทุกคา n ≥ 16

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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7. จงแสดงวา 3 | ( n7  + 2) ทุกคา n ∈ N
7 แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 3 | ( n7  + 2) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 3 | (7 + 2) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

1k7 +  + 2 = 7 k7  + 2 = 7( k7  + 2) - 7(2) + 2 = 7( k7  + 2) - 12
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 3 | ( k7  + 2)) และ 3 | 12 เพราะฉะนั้น 3 | ( 1k7 +  + 2)
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 3 | ( n7  + 2) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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8. จงแสดงวา 4 | ( n5  + 3) ทุกคา n ∈ N
8. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 4 | ( n5  + 3) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 4 | (5 + 3) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

1k5 +  + 3 = 5 k5  + 3 = 5( k5  + 3) - 15 + 3 = 5( k5  + 3) - 12
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 4 | ( k5  + 3)) และ 4 | 12 เพราะฉะนั้น 4 | ( 1k5 +  + 3)
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 4 | ( n5  + 3) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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9. จงแสดงวา 9 | ( 3n  + (n + 1) 3  + (n + 2) 3 ) ทุกคา n ∈ N
9. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 9 | ( 3n  + (n + 1) 3  + (n + 2) 3 ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา ( 31  + 32  + 33 ) = 36 เพราะฉะนั้น 9 | ( 31  + 32  + 33 ) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 9 | ( 3k  + (k + 1) 3  + (k + 2) 3 ) ... (1)
(k + 1) 3  + (k + 2) 3  + (k + 3) 3  = 3k  + (k + 1) 3  + (k + 2) 3  + (k + 3) 3  - 3k  ... (2)
  (k + 3) 3  - 3k = (k + 3 - k)((k + 3) 2  + (k + 3)k + 2k )

= (3)( 2k  + 6k + 9 + 2k  + 3k + 2k )
= (3)(3 2k  + 9k + 9)
= (9)( 2k  + 3k + 3) ... (3)

จาก (2) และ (3) จะได
(k + 1) 3  + (k + 2) 3  + (k + 3) 3  = 3k  + (k + 1) 3  + (k + 2) 3  + (9)( 2k  + 3k + 3) ... (4)
จาก (1) และ (4) จะได 9 | ((k + 1) 3  + (k + 2) 3  + (k + 3) 3 ) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 9 | ( 3n  + (n + 1) 3  + (n + 2) 3 ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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10.จงแสดงวา 1 + 5 + 25  + ... + 1n5 −  = 
4
1 ( n5  - 1) ทุกคา n ∈ N

10.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1 + 5 + 25  + ... + 1n5 −  = 
4
1 ( n5  - 1) ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

4
1 ( 15  - 1) = 

4
4  = 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

1 + 5 + 25  + ... + 1k5 − = 
4
1 ( k5  - 1) (P(k) เปนจริง)

 1 + 5 + 25  + ... + 1k5 −  + k5 = 
4
1 ( k5  - 1) + k5 (บวกดวย k5  ทั้งสองขาง)

= 
4
1 ( k5  - 1 + 4⋅ k5 )

= 
4
1 (5⋅ k5  - 1)

= 
4
1 ( 1k5 +  - 1)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + 5 + 25  + 35  + ... + 1n5 −  = 

4
1 ( n5  - 1) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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11.กําหนด m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา m! n! < (m + n)! ทุกคา n ∈ N
11.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ m! n! < (m + n)! ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา m! 1! = m! < (m + 1)! เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   m! (k + 1)! = m! k! (k + 1)

≤ (m + k)! (k + 1) (P(k) เปนจริง ⇒ m! k! < (m + k)!)
< (m + k)! (m + k + 1)
= (m + k + 1)!

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น m! n! < (m + n)! ทุกคา n ∈ N 

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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12. การแสดงวา 
21

1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ทุกคา n ∈ N

12.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
21

1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 11

1
+

 = 
2
1  = 21

1
⋅

 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 

21
1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + 
)1k(k

1
+

 = 
1k

k
+

 บวกดวย )2k)(1k(
1

++
 ทั้งสองขางจะได

21
1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + 
)1k(k

1
+

 + )2k)(1k(
1

++
=

1k
k
+

 + )2k)(1k(
1

++

= 
1k

k
+

(k + 
2k

k
+

)

= 
1k

k
+

(
2k

1k2k2

+
++ )

= 
)2k)(1k(

)1k( 2

++
+

= 
1)1k(

)1k(
++

+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

21
1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + 
54

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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13. การแสดงวา 
41

1
⋅

 + 74
1
⋅

 + 107
1
⋅

 + ... + )1n3)(2n3(
1

+−
 =

1n3
n
+

 ทุกคา n ∈ N

13.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
41

1
⋅

 + 74
1
⋅

 + 107
1
⋅

 + ... + )1n3)(2n3(
1

+−
 =

1n3
n
+

 ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

)1)1(3)(2)1(3(
1

+−
 = 

)4)(1(
1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 

41
1
⋅

 + 74
1
⋅

 + 107
1
⋅

 + ... + 
)1k3)(2k3(

1
+−

 =
1k3

k
+

บวกท้ังสองขางดวย 
)1)1k(3)(2)1k(3(

1
++−+

 จะได

41
1
⋅

 + 74
1
⋅

 + 107
1
⋅

 + ... + 
)1k3)(2k3(

1
+−

 + 
)1)1k(3)(2)1k(3(

1
++−+

= 
1k3

k
+

 + 
)1)1k(3)(2)1k(3(

1
++−+

= 
1k3

k
+

 + 
)4k3)(1k3(

1
++

= 
1k3

1
+

(k + 4k3
1
+

)

= 
1k3

1
+

( 4k3
1k4k3 2

+
++ )

= 
1k3

1
+ 4k3

)1k)(1k3(
+

++

= 
1)1k(3

1k
++

+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

41
1
⋅

 + 74
1
⋅

 + ... + )1n3)(2n3(
1

+−
 = 

1n3
n
+

 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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14.จงแสดงวา (1 - 
2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 1n

1
+

) = 1n
1
+

 ทุกคา n ∈ N

14.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (1 - 
2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 1n

1
+

) = 1n
1
+

 ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

11
1
+

 = 
2
1  = 1 - 

2
1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น (1 - 

2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 

1k
1
+

) = 
1k

1
+

 คูณทั้งสองขางดวย (1 - 
1)1k(

1
++

) จะได

 (1 - 
2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 

1k
1
+

)(1 - 
1)1k(

1
++

) = (
1k

1
+

)(1 - 
1)1k(

1
++

)

= (
1k

1
+

)(
1)1k(
12k
++
−+ )

= 
1)1k(

1
++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (1 - 

2
1 )(1 - 

3
1 )(1 - 

4
1 ) ... (1 - 1n

1
+

) = 1n
1
+

 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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15.จงแสดงวา 21  + 22  + 23  + ... + (n - 1) 2  < 
3

n3  ทุกคา n ∈ N

15.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 21  + 22  + 23  + ... + (n - 1) 2  < 3
n3  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (1 - 1) 2  = 0 < 3

13  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น    21  + 22  + 23  + ... + (k - 1) 2 < 3

k3

เพราะฉะนั้น   21  + 22  + 23  + ... + (k - 1) 2  + 2k < 3
k3  + 2k

= 
3

k3k 23 +

< 
3

k3k 23 +  + k + 
3
1

= 
3

3k6k3k 23 +++

= 
3

)1k( 3+

เพราะฉะนั้น 21  + 22  + 23  + ... + (k - 1) 2  + 2k  < 
3

)1k( 3+

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 21  + 22  + 23  + ... + (n - 1) 2  < 3

n3  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction30

16. การแสดงวา 3
n3  < 21  + 22  + 23  + ... + 2n  ทุกคา n ∈ N

16.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 3
n3  < 21  + 22  + 23  + ... + 2n  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 3

13 = 
3
1  < 1 = 21  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น   21  + 22  + 23  + ... + 2k > 3

k3

เพราะฉะนั้น    21  + 22  + 23  + ... + 2k  + (k + 1) 2 > 3
k3  + (k + 1) 2

= 3
k3  + 2k  + 2k + 1

= 
3

3k6k3k 23 +++

= 
3

1k3k3k 23 +++  + 
3
k3  + 

3
2

> 
3

1k3k3k 23 +++

= 
3

)1k( 3+

เพราะฉะนั้น 21  + 22  + 23  + ... + 2k  + (k + 1) 2  > 
3

)1k( 3+  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 3

n3  < 21  + 22  + 23  + ... + 2n  ทุกคา n ∈ N
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17.จงแสดงวา 
21

1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ทุกคา n ∈ N

17.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
21

1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

21
1
⋅

 = 
2
1  = 11

1
+

 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น    

21
1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + 
)1k(k

1
+

= 
1k

k
+

เพราะฉะนั้น   
21

1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + 
)1k(k

1
+

 + )2k)(1k(
1

++
= 

1k
k
+

 + )2k)(1k(
1

++

= 
)2k)(1k(

1)2k(k
++
++

= )2k)(1k(
1k2k2

++
++

= 
)2k)(1k(

)1k( 2

++
+

= 
1)1k(

)1k(
++

+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

21
1
⋅

 + 
32

1
⋅

 + 
43

1
⋅

 + ... + )1n(n
1
+

 = 1n
n
+

 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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18. การแสดงวา - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + n)1(− 2n  = n)1(− 2
)1n(n +  ทุกคา n ∈ N

18.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + n)1(− 2n  = n)1(− 2
)1n(n +  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา - 21  = -1 = (-1)1

2
)11)(1( +  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + k)1(− 2k  = k)1(−

2
)1k(k +

เพราะฉะนั้น - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + k)1(− 2k  + 1k)1( +− (k + 1) 2

= k)1(− 2
)1k(k +  + 1k)1( +− (k + 1) 2

= 1k)1( +− (- 2
)1k(k +  + (k + 1) 2 )

= 1k)1( +− (
2

2k4k2kk 22 +++−− )

= 1k)1( +− (
2

2k3k2 ++ )

= 1k)1( +−
2

)1)1k)((1k( +++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น - 21  + 22  - 23  + 24  + ... + n)1(− 2n  = n)1(− 2

)1n(n +  ทุกคา n ∈ N
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19.จงแสดงวา 321
5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2n)(1n(n
4n
++

+  = 
)2n)(1n(2

)7n3(n
++

+  ทุกคา n ∈ N

19.แนวคิด
ให P(n) แทนขอความ “ 321

5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2n)(1n(n
4n
++

+  = 
)2n)(1n(2

)7n3(n
++

+  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 321

5
⋅⋅

 = 
)21)(11(2

)73)(1(
++

+ = 
12
10  = 

6
5  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 321

5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2k)(1k(k
4k
++

+  = 
)2k)(1k(2

)7k3(k
++

+

เพราะฉะนั้น 321
5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2k)(1k(k
4k
++

+  + 
)3k)(2k)(1k(

5k
+++

+

= 
)2k)(1k(2

)7k3(k
++

+  + 
)3k)(2k)(1k(

5k
+++

+

= )2k)(1k(
1

++
(

2
)7k3(k +  + k

k
+
+

5
3

)

= )2k)(1k(
1

++
(

)3k(2
)5k(2)3k)(7k3(k

+
++++ )

= )3k)(2k)(1k(2
10k2k21k16k3 23

+++
++++

= 
)3k)(2k)(1k(2

10k23k16k3 23

+++
+++

= 
)3k)(2k)(1k(2
)1k2k)(10k3( 2

+++
+++

= 
)1k)(3k)(2k(2

)10k3()1k( 2

+++
++

= 
)3k)(2k(2

)7)1k(3)(1k(
++
+++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 321

5
⋅⋅

 + 432
6
⋅⋅

 + 543
7
⋅⋅

 + ... + )2n)(1n(n
4n
++

+  = 
)2n)(1n(2

)7n3(n
++

+  ทุกคา n ∈ N
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20. การแสดงวา (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n) = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1)) ทุกคา n ∈ N
20.แนวคิด
ให P(n) แทนขอความ “ (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n) = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1)) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 2 = 12 (1) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น (k + 1)(k + 2)(k + 3) ... (2k - 2)(2k - 1)(2k) = k2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2k - 5)(2k - 3)(2k - 1))
เพราะวา (k + 2)(k + 3)(k + 4) ... (2(k + 1) - 2)(2(k + 1) - 1)(2(k + 1))

= (k + 2)(k + 3)(k + 4) ... (2k)(2k + 1)(2k + 2)
= (k + 2)(k + 3)(k + 4) ... (2k)(2k + 1)(k + 1)(2)
= (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4) ... (2k)(2k + 1)(2)
= k2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2k - 3)(2k - 1))(2k + 1)(2) (P(k) เปนจริง)
= 1k2 + (1⋅3⋅5⋅ ... (2k - 3)(2k - 1)(2k + 1))

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n) = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1)) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ โดยการจัดรูปแบบพีชคณิต
ให       x = (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n)

      y = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1))
เพราะวา   n! x = (1⋅2⋅3⋅ ... n) (n + 1)(n + 2) ... (2n - 1)(2n) = (2n)!
และ   n! y = (1⋅2⋅3⋅ ... n)( n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1))

= n2  (1⋅2⋅3⋅ ... n)(1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1))
= (2⋅4⋅6⋅ ... 2n)(1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1))
= (2n)!

เพราะฉะนั้น n! x = n! y เพราะฉะนั้น x = y
เพราะฉะนั้น (n + 1)(n + 2)(n + 3) ... (2n - 1)(2n) = n2 (1⋅3⋅5⋅ ... (2n - 3)(2n - 1))
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21. การแสดงวา 1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3
)2n)(1n(n ++  ทุกคา n ∈ N

21.แนวคิด แบบที่ 1 ให P(n) แทนขอความ “ 1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3
)2n)(1n(n ++  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1⋅2 = 2 = 

3
)21)(11)(1( ++  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น           1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + k(k + 1) = 

3
)2k)(1k(k ++

    1⋅2 + 2⋅3 + ... + k(k + 1) + (k + 1)(k + 2) = 
3

)2k)(1k(k ++  + (k + 1)(k + 2)

= (k + 1)(k + 2)( 3
k  + 1)

= 
3

)3k)(2k)(1k( +++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = 3

)2n)(1n(n ++  ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 1⋅2 + 2⋅3 + 3⋅4 + ... + n(n + 1) = ∑
=

n

1  i
i(i + 1) = ∑

=

n

1  i
( 2i  + i) = ∑

=

n

1  i

2i  + ∑
=

n

1  i
i

= 6
n (n + 1)(2n + 1) + 2

n (n + 1)

= n(n + 1)( 6
)1n2( +  + 

2
1 )

= n(n + 1)(
6

31n2 ++ )

= 3
)2n)(1n(n ++
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22. การแสดงวา 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + n(n + 1)(n + 2) = 
4

)3n)(2n)(1n(n +++

22.แนวคิด แบบที่ 1 ให P(n) แทนขอความ
 “ 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + n(n + 1)(n + 2) = 

4
)3n)(2n)(1n(n +++  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1⋅2⋅3 = 6 = 

4
)31)(21)(11)(1( +++  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + k(k + 1)(k + 2) = 

4
)3k)(2k)(1k(k +++

1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + k(k + 1)(k + 2) + (k + 1)(k + 2)(k + 3)
= 

4
)3k)(2k)(1k(k +++  + (k + 1)(k + 2)(k + 3)

= (k + 1)(k + 2)(k + 3)( 4
k  + 1)

= 
4

)4k)(3k)(2k)(1k( ++++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + n(n + 1)(n + 2) = 

4
)3n)(2n)(1n(n +++  ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 1⋅2⋅3 + 2⋅3⋅4 + 3⋅4⋅5 + ... + n(n + 1)(n + 2) = ∑
=

n

1  i
i(i + 1)(i + 2) = ∑

=

n

1  i
( 3i  + 3 2i  + 2i)

= ∑
=

n

1  i

3i  + 3 ∑
=

n

1  i

2i  + 2 ∑
=

n

1  i
i

= ( 2
)1n(n + ) 2  + 3( 6

n (n + 1)(2n + 1)) + 2( 2
n (n + 1))

= n(n + 1)( 4
)1n(n +  + 

2
)1n2( +  + 4)

= 4
)1n(n +  (n(n + 1) + 2(2n + 1) + 4)

= 4
)1n(n +  ( 2n  + 5n + 6)

= 
4

)3n)(2n)(1n(n +++
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23. ให p เปนจํานวนเต็มบวก การแสดงวา
(1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + (3⋅4⋅5 ... (p + 2)) + ... + (n(n + 1) ... (n + p - 1))

= 1p
)pn( ... )2n)(1n(n

+
+++

23.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + (3⋅4⋅5 ... (p + 2)) + ...
.. + (n(n + 1) ... (n + p - 1)) = 1p

)pn( ... )2n)(1n(n
+

+++

”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1⋅2⋅3 ... p = 

1p
)p1)(1p1)...(21)(11)(1(

+
+−+++  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น (1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + (3⋅4⋅5 ... (p + 2)) + ...

.. + (k (k + 1) ... (k + p - 1)) = 1p
)pk( ... )2k)(1k(k

+
+++

เพราะวา (1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + ... + (k (k + 1) ... (k + p - 1))
 + ((k + 1)(k + 2) ... (k + 1 + p - 1))

= 1p
)pk( ... )2k)(1k(k

+
+++  + ((k + 1)(k + 2) ... (k + 1 + p - 1))

= (k + 1)(k + 2) ... (k + p)( 1p
k
+

 + 1)

= 1p
)1pk)(pk( ... )2k)(1k(

+
+++++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (1⋅2⋅3 ... p) + (2⋅3⋅4 ... (p + 1)) + (3⋅4⋅5 ... (p + 2)) + ... + (n(n + 1) ... (n + p - 1))

= 1p
)pn( ... )2n)(1n(n

+
+++  ทุกคา n ∈ N
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24.จงแสดงวา 
4321

1
⋅⋅⋅

 + 5432
1

⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n(
1

−−−
 = 

3
1 (

6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−
), n ≥ 4

24.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
4321

1
⋅⋅⋅

 + 5432
1

⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n(
1

−−−

= 
3
1 (

6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−
) ”

(1) การแสดงวา P(4) เปนจริง
เพราะวา

3
1 (

6
1  - 

)4)(14)(24(
1
−−

) = 
3
1 (

6
1  - 

24
1 ) = 

24
1  = 

4321
1
⋅⋅⋅

 เพราะฉะนั้น P(4) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 4 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 4

4321
1
⋅⋅⋅

 + 5432
1

⋅⋅⋅
 + ... + 

k)1k)(2k)(3k(
1

−−−
 + 

)1k(k)1k)(2k(
1

+−−

= 
3
1 (

6
1  - 

k)1k)(2k(
1

−−
) + 

)1k(k)1k)(2k(
1

+−−

= 
18
1  - 

k)1k)(2k(3
1

−−
 + 

)1k(k)1k)(2k(
1

+−−

= 
18
1  - (

)1k(k)1k)(2k(3
31k

+−−
−+ )

= 
18
1  - 

)1k(k)1k)(2k(3
2k

+−−
−

= 
3
1 (

6
1  - 

)1k(k)1k(
1

+−
)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

4321
1
⋅⋅⋅

 + 5432
1

⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n(
1

−−−
 = 

3
1 (

6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−
)

หมายเหตุ ผลที่ไดคือ 
n=

∞
∑

4 n)1n)(2n)(3n(
1

−−−
 = 

18
1

โดยการจัดรูปพีชคณิต    
)3k)(2k)(1k(k

1
+++

= 
)2k)(1k(k

)3
1(

++
 - 

)3k)(2k)(1k(

)3
1(

+++

    
)3k)(2k)(1k(k

3
+++

= 
)2k)(1k(k

1
++

 - 
)3k)(2k)(1k(

1
+++

เพราะฉะนั้น    4321
3

⋅⋅⋅
= 321

1
⋅⋅

 - 432
1
⋅⋅

   5432
3

⋅⋅⋅
= 432

1
⋅⋅

 - 543
1
⋅⋅

   6543
3

⋅⋅⋅
= 543

1
⋅⋅

 - 
654

1
⋅⋅

:

n)1n)(2n)(3n(
3

−−−
= 

)1n)(2n)(3n(
1

−−−
 - 

n)1n)(2n(
1

−−

เพราะฉะนั้น 
4321

3
⋅⋅⋅

 + 5432
3

⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n(
3

−−−
= 

321
1
⋅⋅

 - 
n)1n)(2n(

1
−−

= 
6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−

เพราะฉะนั้น 
4321

1
⋅⋅⋅

 + 
5432

1
⋅⋅⋅

 + ... + 
n)1n)(2n)(3n(

1
−−−

 = 
3
1 (

6
1  - 

n)1n)(2n(
1

−−
)
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หมายเหตุ ในทํานองเดียวกันจะได
          

)4k)(3k)(2k)(1k(k
4

++++
= 

)3k)(2k)(1k(k
1

+++
 - 

)4k)(3k)(2k)(1k(
1

++++

   
)5k)(4k)(3k)(2k)(1k(k

5
+++++

= 
)4k)(3k)(2k)(1k(k

1
++++

 - 
)5k)(4k)(3k)(2k)(1k(

1
+++++

และเมื่อ p เปนจํานวนเต็มบวก

)1pk)...(2k)(1k(k
p

++++
 = 

)pk)...(1k(k
1

++
 - 

)1pk)...(2k)(1k(
1

++++

54321
1

⋅⋅⋅⋅
 + 

65432
1

⋅⋅⋅⋅
 + ... + 

n)1n)(2n)(3n)(4n(
1

−−−−
 = 

4
1 (

4321
1
⋅⋅⋅

 - 
n)1n)(2n)(3n(

1
−−−

)

= 
4
1 (

!4
1  - 

n)1n)(2n)(3n(
1

−−−
)

654321
1

⋅⋅⋅⋅⋅
 + 765432

1
⋅⋅⋅⋅⋅

 + ... + 
n)1n)(2n)(3n)(4n)(5n(

1
−−−−−

= 
5
1 ( !5

1  - 
n)1n)(2n)(3n)(4n(

1
−−−−

)

p ...321
1

⋅⋅⋅⋅
 + )1p( ...432

1
+⋅⋅⋅

 + ... + n ... )2pn)(1pn(
1

+−+−

= 
1p

1
−

( !p
1  - n ... )3pn)(2pn(

1
+−+−

)

นอกจากนั้นจะไดวา ∑
∞

= 5  n n)1n)(2n)(3n)(4n(
1

−−−−
 = 1

4(4!)

∑
∞

= 6  n n)1n)(2n)(3n)(4n)(5n(
1

−−−−−
 = 

)!5(5
1

กรณีทั่วไปเมื่อ p เปนจํานวนเต็มบวก ∑
∞

= p  n n ... )3pn)(2pn)(1pn(
1

+−+−+−
 = 

))!1p)((1p(
1

−−

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction40

25.จงแสดงวา 
321

1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
1

−−
 = 

2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

) ทุกคา n ≥ 3

25.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
321

1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
1

−−
 = 

2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

) ”

(1) การแสดงวา P(3) เปนจริง
เพราะวา 

2
1 (

2
1  - 

3)13(
1
−

) = 
2
1 (

2
1  - 

6
1 ) = 

2
1 (

6
2 ) = 

321
1
⋅⋅

 เพราะฉะนั้น P(3) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 3 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 3

321
1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + 
k)1k)(2k(

1
−−

 + 
)1k)(k)(1k(

1
+−

= 
2
1 (

2
1  - 

k)1k(
1
−

) + (
)1k)(k)(1k(

1
+−

) (เพราะวา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 3)

= 
4
1  - 

k)1k(2
1
−

 + 
)1k)(k)(1k(

1
+−

= 
4
1  - (

)1k(k)1k(2
21k
+−

−+ )

= 
4
1  - (

)1k)(k)(1k(2
1k

+−
− )

= 
4
1  - 

)1k(k2
1
+

= 
2
1 (

2
1  - 

)1k(k
1
+

)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 3
เพราะฉะนั้น 

321
1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
1

−−
 = 

2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

)

หมายเหตุ ∑
∞

= 3  n n)1n)(2n(
1

−−
 = 

∞→n
lim (

2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

)) = 
4
1

โดยการจัดรูปพีชคณิต 
)2k)(1k(k

1
++

 = 
)1k(k

)2
1(

+
 - 

)2k)(1k(

)2
1(

++

เพราะฉะนั้น 
)2k)(1k(k

2
++

= 
)1k(k

1
+

 - 
)2k)(1k(

1
++

   321
2
⋅⋅

= 
21

1
⋅

 - 
32

1
⋅

  432
2
⋅⋅

= 
32

1
⋅

 - 
43

1
⋅

    543
2
⋅⋅

= 
43

1
⋅

 - 
54

1
⋅

:
  n)1n)(2n(

2
−−

= 
)1n)(2n(

1
−−

 - 
n)1n(

1
−

เพราะฉะนั้น 321
2
⋅⋅

 + 432
2
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
2

−−
 = 

2
1  - 

n)1n(
1
−

เพราะฉะนั้น 321
1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + 
n)1n)(2n(

1
−−

 = 
2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

)

เพราะฉะนั้น 
)2k)(1k(k

2
++

= 
)1k(k

1
+

 - 
)2k)(1k(

1
++
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   321
2
⋅⋅

= 
21

1
⋅

 - 
32

1
⋅

   432
2
⋅⋅

= 
32

1
⋅

 - 
43

1
⋅

   543
2
⋅⋅

= 
43

1
⋅

 - 
54

1
⋅

:
   n)1n)(2n(

2
−−

= 
)1n)(2n(

1
−−

 - 
n)1n(

1
−

เพราะฉะนั้น 321
2
⋅⋅

 + 432
2
⋅⋅

 + ... + n)1n)(2n(
2

−−
 = 

2
1  - 

n)1n(
1
−

เพราะฉะนั้น 321
1
⋅⋅

 + 432
1
⋅⋅

 + ... + 
n)1n)(2n(

1
−−

 = 
2
1 (

2
1  - 

n)1n(
1
−

)
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26. การแสดงวา (1 + 
3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 ) = 
2
3 (1 - 1n23

1
+

)

26.แนวคิด แบบที่ 1
ให P(n) แทนขอความ “ (1 + 

3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 ) = 
2
3 (1 - 1n23

1
+

) ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา     

2
3 (1 - 1123

1
+

) = 
2
3 (1 - 43

1 )

= 
2
3 (1 - 23

1 )(1 + 23
1 )

= 
2
3 (1 - 

3
1 )(1 + 

3
1 )(1 + 23

1 )

= 
2
3 (

3
2 )(1 + 

3
1 )(1 + 23

1 )

= (1 + 
3
1 )(1 + 23

1 )

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น  (1 + 

3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + k23

1 ) = 
2
3 (1 - 1k23

1
+

)

 (1 + 
3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + k23

1 )(1 + 1k23

1
+

) = 
2
3 (1 - 1k23

1
+

)(1 + 1k23

1
+

)

= 
2
3 (1 - ( 1k23

1
+

) 2 )

= 
2
3 (1 - 

21k2 )3(

1
+

)

= 
2
3 (1 - 2k23

1
+

)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (1 + 

3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 ) = 
2
3 (1 - 1n23

1
+

) ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 เพราะวา    (1 - 
3
1 )(1 + 

3
1 ) = (1 - 

9
1 )

    (1 - 
9
1 )(1 + 

9
1 ) = (1 - 

81
1 )

  (1 - 
81
1 )(1 + 

81
1 ) = (1 - 281

1 ) = (1 - 83
1 )

เพราะฉะนั้น (1 - 
3
1 )(1 + 

3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 )

= (1 - 
9
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 )
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= (1 - 
81
1 )(1 + 

81
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 )

= (1 - 83
1 )(1 + 83

1 ) ... (1 + n23

1 )

= ...
= (1 - n23

1 )(1 + n23

1 )

= 1 - 1n23

1
+

เพราะฉะนั้น (1 + 
3
1 )(1 + 

9
1 )(1 + 

81
1 ) ... (1 + n23

1 ) = 
2
3 (1 - 1n23

1
+

) ทุกคา n ∈ N  
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27. การแสดงวา x1
1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + n2

n

x1

2

+
 = 

1x
1
−

 + 1n2

1n

x1

2
+

+

−
 ทุกคา n ∈ N

27.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ x1
1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + n2

n

x1

2

+
= 

1x
1
−

 + 1n2

1n

x1

2
+

+

−
 ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
    x1

1
+

 + 2x1
2
+

= 
)x1)(x1(
x22x1

2
2

++
+++  = 

)x1)(x1(
3x2x
2

2

++
++

   
1x

1
−

 + 112

11

x1

2
+

+

−
= 

1x
1
−

 + 4x1
4
−

 = 
)x1)(x1)(x1(

4)x1)(x1(
2

2

+−+

+++−  = 
)x1)(x1)(x1(
4xxx1

2
32

+−+
+−−−−

= 
)x1)(x1)(x1(

)3xxx(
2

23

+−+

−++−  = 
)x1)(x1)(x1(
)3x2x)(1x(

2

2

+−+

++−−  = 
)x1)(x1(

3x2x
2

2

++
++

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น x1

1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + k2

k

x1

2

+
 = 

1x
1
−

 + 1k2

1k

x1

2
+

+

−

เพราะวา x1
1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + k2

k

x1

2

+
 + 1k2

1k

x1

2
+

+

+
= (

1x
1
−

 + 1k2

1k

x1

2
+

+

−
) + 1k2

1k

x1

2
+

+

+

= 
1x

1
−

 + 1k2 + ( 1k2x1

1
+

−
 + 1k2x1

1
+

+
)

= 
1x

1
−

 + 1k2 + (
21k2 )x(1

2
+

−
)

= 
1x

1
−

 + 1)1k(2

1)1k(

x1

2
++

++

−

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น x1

1
+

 + 2x1
2
+

 + 4x1
4
+

 + ... + n2

n

x1

2

+
 = 

1x
1
−

 + 1n2

1n

x1

2
+

+

−
 ทุกคา n ∈ N 
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28.จงแสดงวา a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−  ทุกคา n ∈ N

28.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง

เพราะวา 
r1

)r1(a 1

−
−  = a เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

เพราะฉะนั้น    a + ar + a 2r  + ... + a 1kr − = 
r1

)r1(a k

−
−

        a + ar + a 2r  + ... + a 1kr −  + a kr = 
r1

)r1(a k

−
−  + a kr

= 
r1

)r1(ar)r1(a kk

−
++−

= 
r1

ararara 1kkk

−
−+− +

= 
r1

)r1(a 1k

−
− +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N

เพราะฉะนั้น a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−  ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2        s = a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −

rs = a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  + a nr

s - rs = a - a nr

  (1 - r)s = a(1 - nr )

 s = r1
)r1(a n

−
−

เพราะฉะนั้น a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction46

29.จงแสดงวา 1 + x + 2x  + 3x  + ... + nx  = 
x1

x1 1n

−
− +  ทุกคา n ∈ N

29.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1 + x + 2x  + ... + nx  = 
x1

x1 1n

−
− +  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

x1
x1 11

−
− +  = 

x1
x1 2

−
−  = 

x1
)x1)(x1(

−
+−  = 1 + x เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น        1 + x + 2x  + ... + kx = 

x1
x1 1k

−
− +

             1 + x + 2x  + ... + kx  + 1kx + = 
x1

x1 1k

−
− +  + 1kx +

= x1
)x1(xx1 1k1k

−
−+− ++

= 
x1

xxx1 1)1k(1k1k

−
−+− ++++

= 
x1

x1 1)1k(

−
− ++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + x + 2x  + ... + nx  = 

x1
x1 1n

−
− +  ทุกคา n ∈ N

หมายเหตุ โดยใชผลของ a + ar + a 2r  + ... + a 1nr −  = r1
)r1(a n

−
−

จะได 1 + x + 2x  + ... + nx  = 1
1

1−
−

+x
x

n
 เหมือนกัน
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30.จงแสดงวา )x(
dx
d n

n
n  = n! ทุกคา n = 1, 2, 3, ...

30.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ )x(
dx
d n

n
n  = n! ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

dx
dx  = 1 = 1! เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา  1k

1k

dx
d

+

+ ( 1kx + ) = k
k

dx
d (

dx
d ( 1kx + ))

= d
dx

k

k ((k + 1) kx )

= (k + 1) k
k

dx
d ( kx )

= (k + 1)(k!) (P(k) เปนจริง ⇒ k
k

dx
d ( kx ) = k!)

= (k + 1)!
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น )x(

dx
d n

n
n  = n! ทุกคา n ∈ N

หมายเหตุ ในทํานองเดียวกันจะได
1. n

n

dx
d (x - a) n  = n!

2. n เปนจํานวนเต็มบวก
ถา )k(f (x) = k

k

dx
d ((x - a) n ) แลว )k(f (a) = 0 ทุกคา k = 0, 1, 2, ... , n - 1

3. n
n

n
)cx(

dx
d +  = n!

แนวคิด เพราะวา (x + c) n  = ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0
n nx  + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
n 1nx − c + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
n 2nx − 2c  + ... + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
n
n nc

เพราะวา )x(
dx
d 1n

n
n −  = 0, )x(

dx
d 2n

n
n −  = 0, ... , )c(

dx
d n

n
n  = 0

เพราะฉะนั้น n
n

n
)cx(

dx
d +  = n

n

dx
d ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0
n nx  = )x(

dx
d n

n
n  = n!

นอกจากนั้นเรายังไดวา n
n

n
)cx(

dx
d +  = n!
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31. การแสดงวา k
k

dx
d (x - c) n

cx  =  = 0 ทุกคา k = 0, 1, 2, ... , n - 1

31.แนวคิด เมื่อ k ∈ { 1, 2, ... , n - 1 } จะไดวา k ≠ 0, n - k ≠ 0
(x - c) n  = (x - c) k (x - c) kn−

 k
k

dx
d (x - c) n  = (x - c) k

k
k

dx
d (x - c) kn−  + (x - c) kn−

k
k

dx
d (x - c) k

= (x - c) k
k

k

dx
d (x - c) kn−  + (x - c) kn− (k!)

เพราะฉะนั้น k
k

dx
d (x - c) n

cx  =  = (0) + (0)(k!) = 0

เพราะวา 0
0

dx
d (x - c) n  = (x - c) n

เพราะฉะนั้น 0
0

dx
d (x - c) n

cx  =  = 0
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32.จงแสดงวา k
k

dx
d (q(x)(x - c) n ) cx  =  = 0 ทุกคา k = 0, 1, 2, ... , n - 1

32.แนวคิด k = 0

0
0

dx
d (q(x)(x - c) n ) = q(x)(x - c) n

เพราะฉะนั้น 0
0

dx
d (q(x)(x - c) n  ) cx  =  = 0

เมื่อ k ∈ { 1, 2, 3, ... , n - 1 } เพราะฉะนั้น k ≠ 0, n - k ≠ 0
     q(x)(x - c) n = q(x)(x - c) k (x - c) kn−

     k
k

dx
d (q(x)(x - c) n ) = (q(x)(x - c)k)( k

k

dx
d (x - c) kn− ) + ((x - c) kn− )( k

k

dx
d (q(x)(x - c) k ))

เพราะฉะนั้น k
k

dx
d (q(x)(x - c) n ) cx  =

= q(c)(0) k (( k
k

dx
d (x - c) kn− ) cx  = ) + ((0) kn− )( k

k

dx
d (q(x)(x - c) k ) cx  =

= 0 + 0
= 0
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33.จงแสดงวา 2 | n(n + 1) ทุกคา n ∈ N
33.แนวคิด ให na  = n(n + 1) เพราะฉะนั้น 1a  = 2
ให P(n) แทนขอความ “ 2 | na  ลงตัว ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 2 เพราะฉะนั้น 2 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 2 | ka

1ka +  = (k + 1)(k + 2) = k(k + 1) + 2(k + 1) = ka  + 2(k + 1)
เพราะวา 2 | ka  และ 2 | 2(k + 1) เพราะฉะนั้น 2 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 2 | n(n + 1) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ การใชเหตุผลที่งายกวานี้คือ n(n + 1) เปนจํานวนคู
เพราะฉะนั้น 2 หาร n(n + 1) ลงตัว ทุกคา n ∈ N
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34.จงแสดงวา 3 | n(n + 1)(n + 2) ทุกคา n ∈ N
34.แนวคิด ให na  = n(n + 1)(n + 2) เพราะฉะนั้น 1a  = 6
ให P(n) แทนขอความ “ 3 | n(n + 1)(n + 2) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 6 เพราะฉะนั้น 3 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   1ka +  - ka = (k + 1)(k + 2)(k + 3) - k(k + 1)(k + 2)

= (k + 1)(k + 2)((k + 3) - k)
= 3(k + 1)(k + 2)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 3(k + 1)(k + 2) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 3 | ka ) และ 3 | 3(k + 1)(k + 2) เพราะฉะนั้น 3 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 3 | n(n + 1)(n + 2) ทุกคา n ∈ N
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35.จงแสดงวา 4 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
35.แนวคิด ให na  = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) เพราะฉะนั้น 1a  = 24
ให P(n) แทนขอความ “ 4 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 24 เพราะฉะนั้น 4 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   1ka +  - ka = (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4) - k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

= (k + 1)(k + 2)(k + 3)((k + 4) - k)
= 4(k + 1)(k + 2)(k + 3)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 4(k + 1)(k + 2)(k + 3) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 4 | ka ) และ 4 | 4(k + 1)(k + 2)(k + 3) เพราะฉะนั้น 3 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 4 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
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36.กําหนดให m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา m | n(n + 1)(n + 2) ... (n + m - 1) ทุกคา n ∈ N
36.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = n(n + 1)(n + 2) ... (n + m - 1)
ให m เปนจํานวนเต็มบวก ให P(n) แทนขอความ “ m | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง

1a  = (1)(1 + 1)(1 + 2) ... (1 + m + 1) = 1⋅2⋅3 ... m เพราะฉะนั้น m | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = (k + 1)((k + 1) + 1)((k + 1) + 2) ... ((k + 1) + m - 1) - k(k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1)

= (k + 1)(k + 2)(k + 3) ... (k + m) - k(k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1)
= (k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1)((k + m) - k)
= m(k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + m(k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1)
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ m | ka ) และ m | m(k + 1)(k + 2) ... (k + m - 1) เพราะฉะนั้น m | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น m | n(n + 1)(n + 2) ... (n - m + 1) ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 เพราะวา m, m + 1, m + 2, ... , m + m - 1 เปนจํานวนเต็มที่เรียงคากัน n ตัว
เพราะฉะนั้นมีอยางนอยหนึ่งตัวจาก m, m + 1, m + 2, ... , m + m - 1 ที่หารดวย n ลงตัว
เพราะฉะนั้น n | (m(m + 1)(m + 2) ... (m + n - 1))

แบบที่ 3 สมมติ ไมมี t ∈ { 0, 1, 2, ... , n - 1 } ที่ทําให n | (n + t ) ... (1)
ให iC  = { x | x ≡ i (mod n) }, i = 0, 1, 2, ... , n - 1
เพราะฉะนั้นเซตจํานวนเต็ม = 0C  ∪ 1C  ∪ 2C  ∪ ... ∪ 1nC −

เพราะฉะนั้น 0, 1, 2, ... , n - 1 ∈ 0C  ∪ 1C  ∪ 2C  ∪ ... ∪ 1nC −

จาก (1) จะได 0, 1, 2, ... , n - 1 ∉ 0C  เพราะฉะนั้น 0, 1, 2, ... , n - 1 ∈ 1C  ∪ 2C  ∪ ... ∪ 1nC −

ให 0, 1, 2, ... , n - 1 เปนนก n ตัวและ 1C , 2C , ... , 1nC −  เปนรังนก n - 1 รังซึ่งนอยกวาจํานวนนก
โดยหลักรังนกพิราบจะมี i, j ∈ { 0, 1, 2, ... , n - 1 } และ kC  ที่ทําให n + i, n + j ∈ kC

โดยไมสูญเสียสาระสําคัญของกรณีทั่วไปเราสามารถสมมติให i < j
เพราะวา i < j เพราะฉะนั้น 0 < j - i ... (2)
เพราะฉะนั้น n + i ≡ k (mod n) และ n + j ≡ k (mog n)
เพราะฉะนั้น (n + j ) - (n + i ) ≡ 0 (mod n) เพราะฉะนั้น j - i ≡ 0 (mod n) เพราะฉะนั้น n| ( j - i ) ... (3)
จาก (2) และ (3) จะได n ≤ j - i ... (4)
เพราะวา i, j ∈ { 0, 1, 2, ... , n - 1 } และ i < j เพราะฉะนั้น 1 ≤ j - i ≤ n - 1 ... (5)
เพราะฉะนั้น (4) และ (5) ขัดแยงกัน
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เพราะฉะนั้นที่สมมติ (1) ไมมี t ∈ { 0, 1, 2, ... , n - 1 } ที่ทําให n | (n + t ) ไมจริง
เพราะฉะนั้น มี t ∈ { 0, 1, 2, ... , n - 1 } ที่ทําให n | (n + t )
เพราะฉะนั้น n | (m(m + 1)(m + 2) ... (m + n - 1))
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37.จงแสดงวา 3 | ( 3n  - n) ทุกคา n ∈ N
37.แนวคิด จากขอ 34 จะได 3 หารผลคูณของจํานวนเต็มบวกสามตัวเรียงกันไดเสมอ
เพราะวา ( 3n  - n) = (n - 1)n(n + 1) เปนผลคูณของจํานวนเต็มบวกสามตัวเรียงกัน
เพราะฉะนั้น 3 | ( 3n  - n) ทุกคา n ∈ N
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38.จงแสดงวา 5 | ( 5n  - n) ทุกคา n ∈ N
38.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = 5n  - n เพราะฉะนั้น 1a  = 0
ให P(n) แทนขอความ “ 5 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 0 เพราะฉะนั้น 5 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ((k + 1) 5  - (k + 1)) - ( 5k  - k)

= (k + 1) 5  - 5k  - 1
= ( 5k  + 5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k + 1) - 5k  - 1
= 5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k
= 5( 4k  + 2 3k  + 2 2k  + k)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 5( 4k  + 2 3k  + 2 2k  + k) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 5 | ka ) และ 5 | 5( 4k  + 2 3k  + 2 2k  + k) เพราะฉะนั้น 5 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 5 | ( 5n  - n) ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2   5n  - n = n( 4n  - 1)
= n( 2n  - 1)( 2n  + 1)
= n(n + 1)(n - 1)( 2n  + 1)
= (n - 1) n(n + 1)( 2n  + 1)

กรณีท่ี 1 เมื่อหลักหนวยของ n เปน 0, 1, 4, 5, 6 หรือ 9 จะได 5 | (n - 1)n(n + 1)
เพราะฉะนั้น 5 | ( 5n  - n)

กรณีท่ี 2 เมื่อหลักหนวยของ n เปน 2, 3, 7 หรือ 8 จะไดหลักหนวยของ 2n  เปน 4 หรือ 9
เพราะฉะนั้นหลักหนวยของ 2n  + 1 ตองเปน 5 หรือ 0
เพราะฉะนั้น 5 | ( 2n  + 1)
เพราะฉะนั้น 5 | ( 5n  - n)

แบบที่ 3 5n  - n = (n - 1)(n + 1)( 2n  + 1)
n ≡ 0 (mod 5) ⇒ 5n  - n ≡ 0 (mod 5) ⇒ 5 | ( 5n  - n)
n ≡ 1 (mod 5) ⇒ n - 1 ≡ 0 (mod 5) ⇒ (n - 1) (n + 1)( 2n  + 1) ≡ 0 (mod 5) ⇒ 5 | ( 5n  - n)
n ≡ 2 (mod 5) ⇒ 2n  ≡ 4 (mod 5) ⇒ 2n  + 1 ≡ 0 (mod 5) ⇒ (n - 1)(n + 1)( 2n  + 1) ≡ 0 (mod 5)

⇒ 5 | ( 5n  - n)
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n ≡ 3 (mod 5) ⇒ 2n  ≡ 9 (mod 5) ⇒ 2n  + 1 ≡ 0 (mod 5)
⇒ (n - 1)(n + 1)( 2n  + 1) ≡ 0 (mod 5)
⇒ 5 | ( 5n  - n)

n ≡ 4 (mod 5) ⇒ 2n  ≡ 16 (mod 5) ⇒ 2n  - 1 ≡ 0 (mod 5)
⇒ (n - 1)(n + 1)( 2n  + 1) ≡ 0 (mod 5)
⇒ 5 | ( 5n  - n)

เพราะฉะนั้น 5 | ( 5n  - n) ทุกคา n ∈ N
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39.จงแสดงวา 7 | ( 7n  - n) ทุกคา n ∈ N
39.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = 7n - n เพราะฉะนั้น 1a  = 0
ให P(n) แทนขอความ “ 7 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 0 เพราะฉะนั้น 7 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ((k + 1) 7  - (k + 1)) - ( 7k  - k)

= (k + 1) 7  - 7k  - 1
= ( 7k  + 7 6k  + 21 5k  + 35 4k  + 35 3k  + 21 2k  + 7k + 1) - 7k  - 1
= 7 6k  + 21 5k  + 35 4k  + 35 3k  + 21 2k  + 7k
= 7( 6k  + 3 5k  + 5 4k  + 5 3k  + 3 2k  + k)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 7( 6k  + 3 5k  + 5 4k  + 5 3k  + 3 2k  + k) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 7 | ka ) และ 7 | 7( 6k  + 3 5k  + 5 4k  + 5 3k  + 3 2k  + k)
เพราะฉะนั้น 7 | 1ka +  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 7 | ( 7n  - n) ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2   7n  - n = n( 6n  - 1)
= n( 3n  - 1)( 3n  + 1)
= n(n - 1)( 2n  + n + 1)(n + 1)( 2n  - n + 1)
= (n - 1)n(n + 1)( 2n  - n + 1)( 2n  + n + 1)

จําแนกกรณีตามเศษเหลือจากการหาร n ดวย 7
n ≡ 0 (mod 7) ⇒ 7n  - n ≡ 0 (mod 7) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 1 (mod 7) ⇒ n - 1 ≡ 0 (mod 7) ⇒ 7 | (n - 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 2 (mod 7) ⇒ 2n  + n + 1 ≡ 4 + 2 + 1 (mod 7) ⇒ 7 | ( 2n  + n + 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 3 (mod 7) ⇒ 2n  - n + 1 ≡ 9 - 3 + 1 (mod 7) ⇒ 7 | ( 2n  - n + 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 4 (mod 7) ⇒ 2n  + n + 1 ≡ 16 + 4 + 1 (mod 7) ⇒ 7 | ( 2n  + n + 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 5 (mod 7) ⇒ 2n  - n + 1 ≡ 25 - 5 + 1 (mod 7) ⇒ 7 | ( 2n  - n + 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
n ≡ 6 (mod 7) ⇒ n + 1 ≡ 6 + 1 (mod 7) ⇒ 7 | (n + 1) ⇒ 7 | ( 7n  - n)
เพราะฉะนั้น 7 | ( 7n  - n) ทุกคา n ∈ N
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40.จงแสดงวา 11 | ( 11n  - n) ทุกคา n ∈ N
40.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = 11n - n เพราะฉะนั้น 1a  = 0
ให P(n) แทนขอความ “ 11 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 0 เพราะฉะนั้น 11 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ((k + 1)11  - (k + 1)) - ( 11k  - k)

= (k + 1)11  - 11k  - 1
= 11k  + 11 10k  + 55 9k  + 165 8k  + 330 7k  + 462 6k  + 462 5k  + 330 4k  + 165 3k

 + 55 2k  + 11k + 1 - 11k  - 1
= 11 10k  + 55 9k  + 165 8k  + 330 7k  + 462 6k  + 462 5k  + 330 4k  + 165 3k  + 55 2k  + 11k
= 11( 10k  + 5 9k  + 15 8k  + 30 7k  + 42 6k  + 42 5k  + 30 4k  + 15 3k  + 5 2k  + k)

เพราะฉะนั้น
1ka +  = 11( 10k  + 5 9k  + 15 8k  + 30 7k  + 42 6k  + 42 5k  + 30 4k  + 15 3k  + 5 2k  + k) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 11 | ka )
และ 11 | 11( 10k  + 5 9k  + 15 8k  + 30 7k  + 42 6k  + 42 5k  + 30 4k  + 15 3k  + 5 2k  + k)
เพราะฉะนั้น 11 | 1ka +  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 11 | ( 11n

 - n) ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 โดย Fermat's Theorem
p เปนจํานวนเฉพาะและ a เปนจํานวนเต็มบวกและ p ⁄| a จะได 1pa −  ≡ 1 (mod p)
เพราะฉะนั้น pa  ≡ a (mod p) เพราะฉะนั้น p | ( pa

 - a)
เพราะฉะนั้น p | ( pn

 - n) ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 11 | ( 11n

 - n) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction60

41.จงแสดงวา 3 | n( 2n  + 2) ทุกคา n ∈ N
41.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = n( 2n  + 2)
ให P(n) แทนขอความ “ 3 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = (1)( 21  + 2) = 3 เพราะฉะนั้น 3 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = (k + 1)((k + 1) 2  + 2) - k( 2k  + 2)

= (k + 1) 3  + 2(k + 1) - 3k  - 2k
= ( 3k  + 3 2k  + 3k + 1) + 2 - 3k

= 3 2k  + 3k + 3
เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + 3( 2k  + k + 1)
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 3 | ka ) และ 3 | (3( 2k  + k + 1)) เพราะฉะนั้น 3 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 3 | n( 2n  + 2) ทุกคา n ∈ N
แบบที่ 2 n ≡ 0 (mod 3) ⇒ 7n  - n ≡ 0 (mod 3) ⇒ 3 | n( 2n  + 2)
n ≡ 1 (mod 3) ⇒ 2n  ≡ 1 (mod 3) ⇒ 2n  + 2 ≡ 3 (mod 3) ⇒ 3 | ( 2n  + 2) ⇒ 3 | n( 2n  + 2)
n ≡ 2 (mod 3) ⇒ 2n  ≡ 4 (mod 3) ⇒ 2n  + 2 ≡ 6 (mod 3) ⇒ 3 | ( 2n  + 2) ⇒ 3 | n( 2n  + 2) 
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42.จงแสดงวา 24 | (2n - 1)((2n - 1) 2  - 1) ทุกคา n ∈ N
42.แนวคิด ให na  = (2n - 1)((2n - 1) 2  - 1)
ให P(n) แทนขอความ “ 24 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = (1)( 21  - 1) = 0 เพราะฉะนั้น 3 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = (2(k + 1) - 1)((2(k + 1) - 1) 2  - 1) - (2k - 1)((2k - 1) 2  - 1)

= (2k + 1)((2k + 1) 2  - 1) - (2k - 1)((2k - 1) 2  - 1)
= (2k + 1) 3  - (2k + 1) - (2k - 1) 3  + (2k - 1)
= (2k + 1) 3  - (2k - 1) 3  - 2
= (8 3k  + 12 2k  + 6k + 1) - (8 3k  - 12 2k  + 6k - 1) - 2
= 24 2k

เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + 24 2k

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 24 | ka ) และ 24 | (24 2k ) เพราะฉะนั้น 24 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 24 | (2n - 1)((2n - 1) 2  - 1) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ 24 | (2n - 1)((2n - 1) 2  - 1), n = 1, 2, 3, …
มีความหมายเทียบเทากับ 24 | m( 2m  - 1) เมื่อ m เปนเลขคี่, m = 1, 2, 3, …
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43.จงแสดงวา 6 | n(n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N
43.แนวคิด ให na  = n(n + 1)(2n + 1)
ให P(n) แทนขอความ “ 6 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = (1)(2)(3) = 6 เพราะฉะนั้น 6 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = (k + 1)((k + 1) + 1)(2(k + 1) + 1) - k(k + 1)(2k + 1)

= (k + 1)(k + 2)(2k + 3) - k(k + 1)(2k + 1)
= (k + 1)((k + 2)(2k + 3) - k(2k + 1))
= (k + 1)(2 2k  + 7k + 6 - 2 2k  - k)
= (k + 1)(6k + 6)
= 6(k + 1) 2

เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + 6(k + 1) 2

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 6 | ka ) และ 6 | (6(k + 1) 2 ) เพราะฉะนั้น 6 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 6 | n(n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ เพราะวา n(n + 1) เปนเลขคู เพราะฉะนั้น 2 | n(n + 1)
n ≡ 0 (mod 3) ⇒ 3 | n ⇒ 3 | n(n + 1)(2n + 1)
n ≡ 1 (mod 3) ⇒ 2n ≡ 2 (mod 3) ⇒ 2n + 1 ≡ 3 (mod 3) ⇒ 3 | (2n + 1) ⇒ 3 | n(n + 1)(2n + 1)
n ≡ 2 (mod 3) ⇒ n + 1 ≡ 3 (mod 3) ⇒ 3 | (n + 1) ⇒ 3 | n(n + 1)(2n + 1)
เพราะฉะนั้น 3 | n(n + 1)(2n + 1) ทุกคา n = 1, 2, 3, ...
เพราะวา gcd(2, 3) = 1 และ 3 | n(n + 1)(2n + 1) และ 2 | n(n + 1)
เพราะฉะนั้น 6 | n(n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N
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44.จงแสดงวา p | ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p  ทุกจํานวนเฉพาะ p และ r = 1, 2, …, p - 1

44.แนวคิด ให p เปนจํานวนเฉพาะ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p  = )!rp(!r

!p
−

 = )!rp(
!p )1p)...(2r)(1r(

−
−++

เพราะวา r ≠ 0 และ r ≠ p เพราะฉะนั้นไมมีจํานวนเต็มใดในตัวประกอบของ (p - r)! ที่จะไปหาร p ไดลงตัว
เพราะฉะนั้น p หาร ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p  ลงตัวเสมอ
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45.กําหนด p เปนจํานวนเฉพาะ จงแสดงวา p | ( pn  - n) ทุกคา n ∈ N
45.แนวคิด ให p เปนจํานวนเฉพาะ P(n) แทนขอความ “ p | ( pn  - n) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา p1  - 1 = 0 เพราะฉะนั้น p | ( p1  - 1) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น k | ( pk  - k)

เพราะวา    (k + 1) p  - (k + 1) = ∑
=

p

0  r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p rpk −  - k - 1

= pk  + ∑
−

=

1p

1  r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p rpk −  + 1 - k -1

= ( pk  - k) + ∑
−

=

1p

1  r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p rpk −

และ p | ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p  ทุกคา r = 1, 2, 3, …, p - 1

เพราะฉะนั้น p | (( pk  - k) + ∑
−

=

1p

1  r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

r
p rpk − ) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น p | pn  - n ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ โดย Fermat Theorem จะได 1pa −  ≡ 1(mod p) เพราะฉะนั้น p | ( 1pa −  - 1)
เพราะฉะนั้น p | ( pa  - a) เพราะฉะนั้น p | ( pn  - n) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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46.จงแสดงวา 35 | ( n63  - n62 ) ทุกคา n ∈ N
46.แนวคิด ให na  = n63  - n62

ให P(n) แทนขอความ “ 35 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 63  - 62  = 729 - 64 = 665 = 35(19) เพราะฉะนั้น 35 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = ( )1k(63 +  - )1k(62 + ) - ( k63  - k62 )

= ( )1k(63 +  - k63 ) - ( )1k(62 +  - k62 )
= k63 ( 63  - 1) - k62 ( 62  - 1)
= k63 (729 - 1) - k62 (64 - 1)
= k63 (728) - k62 (63)
= k63 (665) + k63 (63) - k62 (63)
= k63 (35)(19) + 63( k63  - k62 )
= k63 (35)(19) + 63 ka

เพราะฉะนั้น 1ka +  = k63 (35)(19) + 64 ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 35 | ka ) และ 35 | ( k63 (35)(19)) เพราะฉะนั้น 35 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 35 | ( n63  - n62 ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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47.จงแสดงวา 30 | ( 1n42 +  - 2) ทุกคา n ∈ N
47.แนวคิด ให na  = 1n42 +  - 2
ให P(n) แทนขอความ “ 30 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 52  - 2 = 32  -2 = 30 เพราะฉะนั้น 30 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = ( 1)1k(42 ++  - 2) - ( 1k42 +  - 2)

= 5k42 +  - 1k42 +

= 1k42 + ( 42  - 1)
= 1k42 + (15)
= k42 (30)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = k42 (30) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 30 | ka ) และ 30 | ( k42 (30)) เพราะฉะนั้น 30 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 30 | ( 1n42 +  - 2) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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48.จงแสดงวา 20 | ( n211  - 1) ทุกคา n ∈ N
48.แนวคิด ให na  = n211  - 1
ให P(n) แทนขอความ “ 20 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 211  - 1 = 120 เพราะฉะนั้น 20 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = ( )1k(211 +  - 1) - ( k211  - 1)

= )1k(211 +  - k211

= k211 (121 - 1)
= k211 (120)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = k211 (120) + ka

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 20 | ka ) และ 20 | ( k211 (120))) เพราะฉะนั้น 20 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 20 | ( n211  - 1) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction68

49.จงแสดงวา 8 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
49.แนวคิด ให na  = n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
ให P(n) แทนขอความ “ 8 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = (1)(2)(3)(4) = 8 เพราะฉะนั้น 8 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา 1ka +  - ka = (k + 1)((k + 1) + 1)((k + 1) + 2)((k + 1) + 3) - k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

= (k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4) - k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
= (k + 1)(k + 2)(k + 3)((k + 4) - k)
= 4(k + 1)(k + 2)(k + 3)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + 4(k + 1)(k + 2)(k + 3)
เพราะวา (k + 1)(k + 2)(k + 3) เปนเลขคู เพราะฉะนั้น 2 | ((k + 1)(k + 2)(k + 3))
เพราะฉะนั้น 8 | (4(k + 1)(k + 2)(k + 3))
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 8 | ka ) และ 8 | (4(k + 1)(k + 2)(k + 3)) เพราะฉะนั้น 8 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 8 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ 8 | n(n + 1)(n + 2)(n + 3) ทุกคา n ∈ N
หมายความวาผลคูณของจํานวนเต็มบวก 4 ตัวที่เรียงกันตองหารดวย 8 ลงตัว

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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50.จงแสดงวา 120 | ( 5n  - 5 3n  + 4n) ทุกคา n ∈ N
50.แนวคิด แบบที่ 1 ให na  = 5n  - 5 3n  + 4n
ให P(n) แทนขอความ “ 120 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 1 - 5 + 4 = 0 เพราะฉะนั้น 120 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ((k + 1) 5  - 5(k + 1) 3  + 4(k + 1)) - ( 5k  - 5 3k  + 4k)

= 5k  + 5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k  - 5( 3k  + 3 2k  + 3k + 1) + 4 - 5k  + 5 3k

= 5(k - 1)k(k + 1)(k + 2)
เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + 5(k - 1)k(k + 1)(k + 2)
เพราะวา 4! | ((k - 1)k(k + 1)(k + 2)) เพราะฉะนั้น 120 | (5(k - 1)k(k + 1)(k + 2))
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 120 | ka ) และ 120 | (5(k - 1)k(k + 1)(k + 2)) เพราะฉะนั้น 120 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 5! | ( 5n  - 5 3n  + 4n) ทุกคา n ∈ N
หมายเหตุ 5n  - 5 3n  + 4n = (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2)
เพราะวา n - 2, n - 1, n, n + 1, n + 2 เปนจํานวนเต็ม 5 ตัวที่เรียงคากัน
เพราะฉะนั้น 5! | ((n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2))
เพราะฉะนั้น 5! หารผลคูณของจํานวนเต็ม 5 ตัวที่เรียงคากัน
แบบที่ 2 ให n เปนจํานวนเต็มบวกใดๆ ให f(n) = 5n  - 5 3n  + 4n
เพราะวา f(0) = 0, f(1) = 0, f(-1) = 0, f(-2) = 0, f(2) = 0
เพราะฉะนั้น 5n  - 5 3n  + 4n = (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2)
เพราะวา 5 | (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2), 8 | (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2), 3 | n(n + 1)(n + 2)
และ 5, 8, 3 ไมมีตัวประกอบรวมกัน เพราะฉะนั้น (5)(8)(3) | (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2)
เพราะฉะนั้น 120 | (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n + 2)
เพราะฉะนั้น 5! | ( 5n  - 5 3n  + 4n) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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51.จงแสดงวา 7 | ( 1n23 +  + 2n2 + ) ทุกคา n ∈ N
51.แนวคิด ให na  = 1n23 +  + 2n2 +

ให P(n) แทนขอความ “ 7 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 35 เพราะฉะนั้น 7 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ( 1)1k(23 ++  + 2)1k(2 ++ ) - ( 1k23 +  + 2k2 + )

= 1k23 + ( 23  - 1) + 2k2 + ( 12  - 1)
= 1k23 + (8) + 2k2 +

= 1k23 + (7) + ( 1k23 +  + 2k2 + )
= 1k23 + (7) + ka

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 2 ka  + 1k23 + (7)
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 7 | ka ) และ 7 | ( 1k23 + (7)) เพราะฉะนั้น 7 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 7 | ( 1n23 +  + 2n2 + ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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52.จงแสดงวา 6 | (n( 2n  + 5)) ทุกคา n ∈ N
52.แนวคิด ให na  = n( 2n  + 5)
ให P(n) แทนขอความ “ 6 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 6 เพราะฉะนั้น 6 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ((k + 1)((k + 1) 2  + 5) - k( 2k  + 5)

= (k + 1) 3  + 5k + 5 - 3k  - 5k
= 3k  + 3 2k  + 3k + 1 + 5 - 3k

= 3( 2k  + k) + 6
= 3k(k + 1) + 6

เพราะฉะนั้น 1ka +  = ka  + (3k(k + 1) + 6)
เพราะวา k(k + 1) เปนเลขคูและ gcd(3, 2) = 1 เพราะฉะนั้น 2 | k(k + 1)
เพราะฉะนั้น 6 | (3k(k + 1)) เพราะฉะนั้น 6 | (3k(k + 1) + 6)
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 6 | ka ) และ 6 | (3k(k + 1) + 6) เพราะฉะนั้น 6 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 6 | (n( 2n  + 5)) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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53.จงแสดงวา 5 | ( 1n22 −  + 1n23 − ) ทุกคา n ∈ N
53.แนวคิด ให na  = 1n22 −  + 1n23 −

ให P(n) แทนขอความ “ 5 | na  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 5 เพราะฉะนั้น 5 | 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1ka +  - ka = ( 1)1k(22 −+  + 1)1k(23 −+ ) - ( 1k22 −  + 1k23 − )

= 1k22 − ( 22  - 1) + 1k23 − ( 23  - 1)
= 1k22 − (3) + 1k23 − (8)
= 1k22 − (3) + 1k23 − (3) + 1k23 − (5)
= 3( 1k22 −  + 1k23 − ) + 1k23 − (5)
= 3 ka  + 1k23 − (5)

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 4 ka  + 1k23 − (5)
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 5 | ka ) และ 5 | ( 1k23 − (5)) เพราะฉะนั้น 5 | 1ka +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 5 | ( 1n22 −  + 1n23 − ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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54.กําหนดให n เปนจํานวนเต็มบวกและ k เปนจํานวนเต็มบวกคี่
จงแสดงวา 2

n (n + 1) | ( k1  + k2  + k3  + … kn )
54.แนวคิด ให kS  = k1  + k2  + k3  + … kn  และ k เปนเลขคี่
กรณีท่ี 1 n เปนเลขคู ให n = 2m เพราะฉะนั้น 2

n (n + 1) = m(2m + 1)

kS  = k1  + k2  + k3  + ... + (m - 1) k  + km  + (m + 1) k  + (m + 2) k  + … + (2m - 1) k  + (2m) k

kS  = ((2m) k  + k1 ) + ((2m - 1) k  + k2 ) + ... + ((m + 2) k  + (m - 1) k ) + ((m + 1) k  + km )
เพราะวา k เปนเลขคี่ เพราะฉะนั้น (a + b) | ( ka  + kb )
เพราะฉะนั้น (2m + 1) | ((2m) k  + k1 )

((2m - 1) + 2) | ((2m - 1) k  + k2 ) ⇒ (2m + 1) | ((2m - 1) k  + k2 )
:
((m + 2) + (m - 1)) | ((m + 2) k  + (m - 1) k ) ⇒ (2m + 1) | ((m + 2) k  + (m - 1) k )
((m + 1 + m) | ((m + 1) k  + km ) ⇒ (2m + 1) | ((m + 1) k  + km )

เพราะฉะนั้น (2m + 1) | kS

kS  = ( k1  + (2m - 1) k ) + ( k2  + (2m - 2) k ) + ... + ((m - 1) k  + (m + 1) k ) + km  + (2m) k

เพราะวา (1 + (m - 1)) | ( k1  + (m - 1) k ) ⇒ 2m | ( k1  + (2m - 1) k )
(2 + (2m - 2)) | ( k2  + (2m - 2) k ) ⇒ 2m | ( k2  + (2m - 2) k )

:
((m - 1) + (m + 1) | ((m - 1) k  + (m + 1) k ) ⇒ 2m | ((m - 1) k  + (m + 1) k )

m | km

m | (2m) k

เพราะฉะนั้น m | kS

เพราะวา gcd(m, 2m + 1) = 1 และ m | kS  และ (2m + 1) | kS  เพราะฉะนั้น m(2m + 1) | kS

เพราะฉะนั้น 2
n (n + 1) | kS

กรณีท่ี 2 n เปนจํานวนเต็มบวกคี่ ให n = 2m - 1 เพราะฉะนั้น 2
n (n + 1) = m(2m - 1)

kS  = k1  + k2  + k3  + … + kn

kS  = k1  + k2  + k3  + ... + (m - 1) k  + km  + (m + 1) k  + … + (2m - 2) k  + (2m - 1) k

= ( k1  + k)1m2( − ) + ( k2  + (2m - 2) k ) + … + ((m - 1) k  + (m + 1)) k  + km

เพราะวา (1 + (2m - 1)) | ( k1  + kn ) ⇒ 2m | ( k1  + kn ) ⇒ m | ( k1  + kn )
(2 + (2m - 2)) | ( k2  + (2m - 1) k ) ⇒ 2m | ( k2  + (2m - 1) k ) ⇒ m | ( k2  + (2m - 1) k )

:
((m - 1) + (m + 1)) | ((m - 1) k  + (m + 1) k ) ⇒ 2m | ((m - 1) k  + (m + 1) k )

⇒ m | ((m - 1) k  + (m + 1)) k
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 m | km

เพราะฉะนั้น m | kS

kS  = k1  + k2  + ... + k3  + … + (m - 1) k  + km  + ... + (2m - 3) k  + (2m - 2) k  +  (2m - 1) k

= ( k1  + (2m - 2) k ) + ( k2  + (2m - 3) k ) + … + ((m - 1) k  + km ) + (2m - 1) k

เพราะวา (1 + (2m - 2)) | ( k1  + (2m - 2) k ) ⇒ (2m - 1) | ( k1  + (2m - 2) k )
((2 + (2m - 3)) | ( k2  + (2m - 3) k ) ⇒ (2m - 1) | ( k2  + (2m - 3) k )

:
((m - 1) + (m)) | ((m - 1) k  + km ) ⇒ (2m - 1) | ((m - 1) k  + km )

(2m - 1) | (2m - 1) k

เพราะฉะนั้น (2m - 1) | kS

เพราะวา gcd(m, 2m - 1) = 1 และ m | kS  และ (2m - 1) | kS  เพราะฉะนั้น m(2m - 1) | kS

เพราะฉะนั้น 2
n (n + 1) | kS

เพราะฉะนั้นจากกรณี 1 และ 2 จะได ( 2
n (n + 1)) | ( k1  + k2  + k3  + … + kn )
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55.จงแสดงวา ทุกจํานวนจริง a ≥ 2 จะได na  > n ทุกคา n ∈ N
55.แนวคิด กําหนด a ≥ 2 และ P(n) แทนขอความ “ na  > n ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา a ≥ 2 เพราะฉะนั้น 1a  ≥ 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา    1ka + = ka a

> ka (P(k) เปนจริง ⇒ ka  > k)
≥ k(2) (เพราะวา a ≥ 2 )
= k(1 + 1)
> k(1 + k

1 ) (เพราะวา k ≥ 1 ⇒ 1 ≥ k
1 )

= k + 1
เพราะฉะนั้น 1ka +  > k + 1 เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้นทุกจํานวนจริง a ≥ 2 จะได na  > n ทุกคา n ∈ N
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56.จงแสดงวา n3  ≥ 1 + 2n  ทุกคา n ∈ N
56.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n3  ≥ 1 + 2n ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 13

 = 3 ≥ 1 + 2(1) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
      1k3 + = k3 3

≥ (1 + 2k)(3) (P(k) เปนจริง ⇒ k3  ≥ 1 + 2k)
= 3 + 6k
> 3 + 2k (เพราะวา 6k > 2k )
= 3 + 2k
= 1 + 2k + 2
= 1 + 2(k + 1)

เพราะฉะนั้น 1k3 +  ≥ 1 + 2(k + 1) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น n3  ≥ 1 + 2n ทุกคา n ∈ N
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57. ให m เปนจํานวนเต็มบวก จงแสดงวา 1 + 
m
n  ≤ (1 + 

m
1 ) n  ทุกคา n∈N

57.แนวคิด แบบที่ 1 ให P(n) แทนขอความ “ 1 + 
m
n  ≤ (1 + 

m
1 ) n  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1 + 

m
1  ≤ (1 + 

m
1 )1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

(1 + 
m
1 ) 1k+ = (1 + 

m
1 )(1 + 

m
1 ) k

≥ (1 + 
m
1 )(1 + 

m
k ) (P(k) เปนจริง ⇒ (1 + 

m
1 ) k  ≥ 1 + 

m
k )

= 1 + 
m
k  + 

m
1  + 2m

k

= 1 + m
1k +  + 2m

k

> 1 + m
1k + ( 2m

k  ≥ 0)

เพราะฉะนั้น 1 + m
1k +  < (1 + 

m
1 ) 1k+  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + 

m
n  < (1 + 1

m
) n  ทุกคา n ∈ N

แบบที่ 2 (1 + 
m
1 ) n = 1 + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
n (

m
1 )1  + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
n (

m
1 ) 2  + … + (

m
1 ) n

> 1 + ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
n (

m
1 ) ( ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
n (

m
1 ) 2  + … + (

m
1 ) n  ≥ 0)

= 1 + 
m
n

เพราะฉะนั้น (1 + 
m
1 ) n  > 1 + 

m
n  ทุกคา n = 1, 2, 3, … และ m > 0
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58. ให m เปนจํานวนจริงบวก จงแสดงวา (1 + 
m
1 ) n  < 1 + 

m
n  + 2

2

m
n  ทุกคา n = 1, 2, 3, ... , m

58.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (1 + 
m
1 ) n  < 1 + 

m
n  + 2

2

m
n  ”

เพราะวา (1 + 
m
1 )1  = 1 + 

m
1  < 1 + 

m
1  + 2m

1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ∈ { 1, 2, 3, ... , m - 1 }
เพราะฉะนั้น (1 + 

m
1 ) k  < 1 + 

m
k  + 2

2

m
k ... (1)

(1 + 
m
1 ) 1k+ = (1 + 

m
1 )(1 + 

m
1 ) k

< (1 + 
m
1 )(1 + 

m
k  + 2

2

m
k ) (จาก (1))

= 1 + 
m
k  + 2

2

m
k  + 

m
1  + 2m

k  + 3
2

m
k

= 1 + m
1k +  + 2

2

m
kk +  + 3

2

m
k

0 < k ≤ m ⇒ 2k  ≤ (k + 1)m ⇒ m
k2  ≤ k + 1 ⇒ 3

2

m
k  ≤ 2m

1k +

เพราะฉะนั้น   (1 + 
m
1 ) 1k+ = 1 + m

1k +  + 2
2

m
kk +  + 3

2

m
k

≤ 1 + m
1k +  + 2

2

m
kk +  + 2m

1k +

= 1 + m
1k +  + 2

2

m
1k2k ++

= 1 + m
1k +  + 2

2

m
)1k( +

เพราะฉะนั้น (1 + 
m
1 ) 1k+  ≤ 1 + m

1k +  + 2

2

m
)1k( +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
เพราะฉะนั้น (1 + m

1 ) n  < 1 + 
m
n  + 2

2

m
n  ทุกคา n = 1, 2, 3, ... , m

หมายเหตุ m = 2 และ n = 7 จะได

(1 + 
m
1 ) n  = (1 + 2

1 ) 7  = 128
2187  = 17.086 และ 1 + 

m
n  + 2

2

m
n  = 1 + 2

7  + 4
49  = 4

76  = 16.75

เพราะฉะนั้นมีกรณีที่ (1 + 
m
1 ) n  < 1 + 

m
n  + 2

2

m
n  ไมจริงเมื่อ n > m
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59.จงแสดงวา 2 ≤ (1 + n
1 ) n  ≤ 3 ทุกคา n ∈ N

59.แนวคิด จากขอ 57 และ 58 จะได 1 + 
m
n  ≤ (1 + m

1 ) n  < 1 + 
m
n  + 2

2

m
n  ทุกคา n = 1, 2, ... , m

แทนคา n = m จะได     1 + n
n  ≤ (1 + n

1 ) n  ≤ 1 + n
n  + 2

2

m
n

 2 ≤ (1 + n
1 ) n  ≤ 1 + 1 + 1

 2 ≤ (1 + n
1 ) n  ≤ 3

หมายเหตุ n = 2, 3, 4, … จะได 2 < (1 + n
1 ) n  < 3

เพราะฉะนั้น 2 < 
∞→n

lim (1 + n
1 ) n  < 3

และเมื่อหาคาลิมิตแทจริงจะไดวา 
∞→n

lim (1 + n
1 ) n  = e = 2.71828

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 
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60.จงแสดงวา n! > ( e
n ) n   ทุกคา n ∈ N

60.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n! > ( e
n ) n  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1 > 

e
1  = (

e
1 )1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา (1 + 1k

1
+

) 1k+  > (1 + k
1 ) k  ... (1)

หมายเหตุ ดูการพิสูจน (1) ในหนังสือคณิตศาสตรปรนัย เลมที่ 29 โลกอสมการ หนา 138
และ lim

n→∞
(1 + n

1 ) n  = e เพราะฉะนั้น e > (1 + k
1 ) k  เพราะฉะนั้น

k)k
11(

e
+

 > 1 ... (2)

เพราะวา (k + 1)! = (k + 1)k!
> (k + 1)( e

k ) k (P(k) เปนจริง ⇒ k! > ( e
k ) k )

= ( e
1k + ) 1k+ ( k

k

)1k(
ek

+
)

= ( e
1k + ) 1k+ (

k)k
11(

e
+

)

> ( e
1k + ) 1k+ (1) (จาก (2))

เพราะฉะนั้น (k + 1)! > ( e
1k + ) 1k+  เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น ( e

n ) n  < n! ทุกคา n ∈ N
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61.จงแสดงวา n! < ( e
n ) n  ทุกคา n ∈ N

61.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n! < ( e
n ) n  ”

(1) จงแสดงวา P(7) เปนจริง
เพราะวา      ln(6!) = ln(720) = 6.58

ln(
e
7 ) 7  = 7(ln 7 - ln e) = 7(ln 7 - 1) = 6.62

เพราะฉะนั้น   ln(6!) < ln(
e
7 ) 7

     6! < (
e
7 ) 7

     7! < 7(
e
7 ) 7

เพราะฉะนั้น P(7) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น k! < k( e

k ) k ... (1)

หมายเหตุ f(x) = (1 + x
1 ) 1x+  มี f ′(x) = x

1)x
11(nx −+l

(1 + x
1 ) 1x+  = (ln(1 + x

1 ) - x
1 )(1 + x

1 ) 1x+

เพราะฉะนั้น f ′(x) < 0 ทุกคา x > 1 เพราะฉะนั้น f เปนฟงกชันลดแท เมื่อ x ≥ 2
เพราะฉะนั้น (1 + n

1 ) 1n+  > (1 + 1n
1
+

) 2n+  ทุกคา n
เพราะวา 

∞→n
lim (1 + n

1 ) 1n+  = e และ (1 + n
1 ) 1n+  > (1 + 1n

1
+

) 2n+  ทุกคา n ∈ N

เพราะฉะนั้น (1 + n
1 ) 1n+  > e ทุกคา n เพราะฉะนั้น 

1n)n
11(
e

++
 < 1 ทุกคา n ∈ N ... (2)

 (k + 1)! = (k + 1)(k!)
< (k + 1)(k( e

k ) k )

= (k + 1) 1k1k

1k1k

)1k(e
ek)1k(

++

++

+

+

= (k + 1)( e
1k + ) 1k+

1k
1k

)1k(
ek
+

+

+

= (k + 1)( e
1k + ) 1k+ (

1k)k
11(
e

++
)

< (k + 1)( e
1k + ) 1k+ (1) (จาก (2))

เพราะฉะนั้น  (k + 1)! < (k + 1)( e
1k + ) 1k+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 7
เพราะฉะนั้น n! < n( e

n ) n  ทุกคา n ≥ 7

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction82

62. การแสดงวา ( e
n ) n  < n! < n( e

n ) n  ทุกคา n ≥ 7
62. แนวคิด จากขอ 60 n! > ( e

n ) n  และจากขอ 61 n! < n( e
n ) n  เมื่อ n ≥ 7

เพระฉะนั้น ( e
n ) n  < n! < n( e

n ) n  ทุกคา n ≥ 7
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63.จงแสดงวา 
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … n2

)1n2( −  < 
1n3

1
+

 ทุกคา n ∈ N

63.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … n2

)1n2( −  < 
1n3

1
+

 ”

(1) จงแสดงวา P(2) เปนจริง
เพราะวา 

1)2(3
1
+

 = 
7

1  = 0.38 และ 
2
1 ⋅

4
3  = 

8
3  = 0.375 เพราะฉะนั้น 

2
1 ⋅

4
3  < 

1)2(3
1
+

เพราะฉะนั้น P(2) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น    

2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … k2

)1k2( − < 
1k3

1
+

   
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … ⋅ k2

)1k2( −
)1k(2

)1)1k(2(
+
−+ < 

1k3
1
+

( )1k(2
1)1k(2

+
−+ ) = 

1k3)2k2(
1k2

++
+

    
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … ⋅ k2

)1k2( −
)1k(2
)1k2(

+
+ < 

1k3)2k2(
1k2

++
+ ... (1)

(
1k3)2k2(

1k2
++

+ ) 2 = 
)1k3()2k2(

)1k2(
2

2

++

+

= 
4k20k28k12

)1k2(
23

2

+++

+

= 
4)4k3()1k2(

)1k2(
2

2

+++

+

= 4)4k3(
1

++

< 4k3
1
+

= 1)1k(3
1

++

เพราะฉะนั้น   
1k3)2k2(

1k2
++

+ < 
1)1k(3

1
++

 ... (2)

จาก (1) และ (2) จะได 
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … ⋅ k2

)1k2( −
2k2
1k2

+
+  < 

1)1k(3
1

++
 เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง

โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n = 2, 3, 4, ...
เพราะฉะนั้น 

2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … n2

)1n2( −  < 
1n3

1
+

 ทุกคา n = 2, 3, 4, ...

เพราะวา 
2
1  = 

1)1(3
1
+

 เพราะฉะนั้น 
2
1 ⋅

4
3 ⋅

6
5 ⋅ … n2

)1n2( −  < 
1n3

1
+

 ทุกคา n ∈ N 

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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64.กําหนดให 1a  = 1 และ na  = (n) 1na −
 จงแสดงวา na  = n!

64.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = n! ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 1 = 1! เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา    1ka + = (k + 1) 1)1k(a −+

= (k + 1) ka

= (k + 1)k! (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = k!)
= (k + 1)!

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = n! ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction 85

65.กําหนดให na  = - n an - 1 + n!, 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

เปนเลขคี่
เปนเลขคู

  n;0

  n;!n
  

65.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n2a  = (2n)! ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = (-1) 0a  + 1 = 0 และ 2a  = -2 0a  + 2! = 2 เพราะฉะนั้น 2a  = 2!
เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

   )1k(2a + = 2k2a +

1k2a + = -(2k + 1) k2a  + (2k + 1)!
= -(2k + 1)((2k)!) - (2k + 1)! (P(k) เปนจริง ⇒ k2a  = (2k)!)
= 0 ... (1)

   )1k(2a + = 2k2a +

= -(2k + 2) 1k2a +  + (2k + 2)!
= -(2k + 2)(0) + (2k + 2)! (จาก (1))
= (2k + 2)!

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น n2a  = (2n)! ทุกคา n ∈ N
เพราะวา   1n2a + = -(2n + 1) n2a  + (2n + 1)!

= -(2n + 1)(2n)! + (2n + 1)!
= 0

เพราะฉะนั้น 1n2a +  = 0 ทุกคา n = 1, 2, 3, …

เพราะฉะนั้น na  = 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

เปนเลขคี่
เปนเลขคู

  n;0

  n;!n
    ทุกคา n ∈ N  

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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66.กําหนดให na  = 2 1na −  + n)1(− , 0a  = 2 จงแสดงวา na  = 
3
5 ( n2 ) + 

3
1 n)1(−

66.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 
3
5 ( n2 ) + 

3
1 n)1(−  ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 2 0a  + 1)1(−  = 2(2) - 1 = 3 = 

3
5 ( 12 ) + 

3
1 1)1(−  = 

3
10  - 

3
1  = 3

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
 1ka + = 2 ka  + 1k)1( +−

= 2(
3
5 ( k2 ) + 

3
1 k)1(− ) + 1k)1( +− (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 

3
5 ( k2 ) + 

3
1 k)1(− )

= 
3
5 ( 1k2 + ) + 

3
2 k)1(−  + 1k)1( +−

= 
3
5 ( 1k2 + ) - 

3
2 (-1) k)1(−  + 1k)1( +−

= 
3
5 ( 1k2 + ) - 

3
2 1k)1( +−  + 1k)1( +−

= 
3
5 ( 1k2 + ) + 

3
1 1k)1( +−

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 

3
5 ( n2 ) + 

3
1 n)1(−  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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67.กําหนดให 1na +  = na ( na  + 2), 1a  = 3 จงแสดงวา na  = n2)2(  - 1
67.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = n2)2(  - 1 ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 12)2(  - 1 = 4 - 1 = 3 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = ka ( ka  + 2)

= 2
k )a(  + 2 ka

= ( k2)2(  - 1) 2  + 2 k2)2(  - 1   (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = k2)2(  - 1)
= k2)2(

k2)2(  - 2 k2)2(  + 1 + 1k2)2( +  - 2
= 1k2)2(

+  - 1
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = n2)2( - 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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68. กําหนดให na  = 1na −  + 3(n - 1), 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 
2
1 (n - 1)n + 1

68.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 
2
3 (n - 1)n + 1 ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 0a  + 3(1 - 1) = 0a  = 1 และ 

2
3 (1 - 1)(1) + 1 = 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = 1)1k(a −+  + 3((k + 1) - 1)

= ka  + 3k
= 

2
3 (k - 1)k + 1 + 3k (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 

2
3 (k - 1)k + 1)

= 
2
3 (k - 1)k + 3k + 1

= 3k( 2
1k −  + 1) + 1

= 3k( 2
1k + ) + 1

= 
2
3 k(k + 1) + 1

= 
2
3 ((k + 1) - 1) (k + 1) + 1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n
เพราะฉะนั้น na  = 

2
3 (n - 1)n + 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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69. กําหนดให 1a  = 3, 2a  = 7, na  = 3 1na −  - 2 2na −  จงแสดงวา na  = 1n2 +  - 1
69.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 1n2 +  - 1 ”
(1) จงแสดงวา P(3) เปนจริง
เพราะวา 3 2a  - 2 1a  = 3(7) - 2(3) = 15 = 42  - 1 = 3a  เพราะฉะนั้น P(3) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(i) เปนจริง ทุกคา i, i = 1, 2, 3, …, k แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(i) เปนจริง ทุกคา i, i = 1, 2, 3, …, k
เพราะฉะนั้น ka  = 1k2 +  - 1 และ 1ka −  = 1)1k(2 +−  - 1 ... (1)
     1ka + = 3 1)1k(a −+  - 2 2)1k(a −+

= 3 ka  - 2 1ka −

= 3( 1k2 +  - 1) - 2( 1)1k(2 +−  - 1) (จาก (1))
= 3(2⋅ k2  - 1) - 2( k2  - 1)
= 6⋅ k2  - 3 - 2⋅ k2  + 2
= 4⋅ k2  - 1
= 22 ⋅ k2  - 1
= 2k2 +  - 1
= 1)1k(2 ++  - 1

เพราะฉะนั้น 1ka +  = 1)1k(2 ++  - 1 เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 1n2 +  - 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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70.กําหนดให na  = 
)3n(n

a 2n
−
−  และ 0a  = 1 จงแสดงวา n2a  = )!n2(

n21 −

70.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n2a  = )!n2(
n21 −  ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 2a  = )31)(1(

a0
−

 = 2
1
−

 และ ))!1(2(
)1(21 −  = 

2
1−  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  )1k(2a + = 2k2a +

= )32k2)(2k2(
a k2

−++

= )32k2)(2k2(
1

−++ )!k2(
)k21( − (P(k) เปนจริง ⇒ k2a  = )!k2(

k21 − )

= )!k2)(1k2))(1k(2(
k21
−+

−

= )!k2))(1k(2(
1

+
−

= )!k2)(1k2)(2k2(
)1k2(1

++
+−

= 
)!2k2(
k21

+
−−

= 
))!1k(2(
k221

+
−−

= ))!1k(2(
)1k(21

+
+−

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น n2a  = )!n2(

n21 −  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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71.กําหนดให 1a  = 
6
7  และ (2n + 1)(2n) na  - 7 1na −  = 0 จงแสดงวา na  = )!1n2(

7n

+

71.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = )!1n2(
7n

+
 ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

)!1)1(2(
71

+
 = 

6
7  = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
    (2(k + 1) + 1)(2(k + 1)) 1ka +  - 7 1)1k(a −+ = 0

  (2(k + 1) + 1)(2(k + 1)) 1ka + = 7 ka

= 7( )!1k2(
7k

+
) (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = )!1k2(

7k

+
)

= )!1k2(
7 1k

+
+

 1ka + = )!1k2)(1k(2)(1)1k(2(
7 1k

++++
+

= )!1)1k(2(
7 1k

++
+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = )!1n2(

7n

+
 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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72.กําหนดให 0a  = 0, 1a  = 1 และ n na  + 2 2na −  = 0, n = 2, 3, 4, …

จงแสดงวา n2a  = 
!n
)1( n−  ทุกคา n ∈ N

72.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n2a  = 
!n
)1( n−  ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง

เพราะวา 2 2a  + 2 22a −  = 0 เพราะฉะนั้น 2a  = - 0a  = -1 = 
!1
)1( 1−  เพราะฉะนั้น )1(2a  = 

!1
)1( 1−

เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง
     2(k + 1) )1k(2a +  - 2 2)1k(2a −+ = 0

       (k + 1) )1k(2a + = - k2a

= -( !k
)1( k− ) (P(k) เปนจริง ⇒ k2a  = 

!k
)1( k− )

  )1k(2a + = 
)!k)(1k(

)1( 1k

+
− +

= )!1k(
)1( 1k

+
− +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N

เพราะฉะนั้น n2a  = !n
)1( n−  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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73.กําหนดให na  = 2 1na −  + 3 2na − , 0a  = 1 และ 1a  = 1 จงแสดงวา na  = -
2
1 ( n3  + n)1(− )

73.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 
2
1 ( n3  + n)1(−  ) ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

2
1 ( 13  + 1)1(− ) = 1 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(1), P(2), … , P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(1), P(2), … , P(k) เปนจริง
เพราะฉะนั้น ka  = 

2
1 ( k3  + k)1(− ) และ 1ka −  = 

2
1 ( 1k3 −  + 1k)1( −− ) ... (1)

     1ka + = 2 ka  + 3 1ka −

= 2(
2
1 ( k3  + k)1(− )) + 3(

2
1 ( 1k3 −  + 1k)1( −− ) (จาก (1))

= k3  + k)1(−  + 
2
1 ( k3 ) + 1k)1( −−

2
3

= 
2
3 ( k3 ) + k)1(− (1 + 1)1( −− (

2
3 ))

= 
2

3 1k+  + k)1(− (1 - 
2
3 )

= 2
3 1k+  + 

2
)1( 1k+−

= 
2
1 ( 1k3 +  + 1k)1( +− )

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 

2
1 ( n3  + n)1(− ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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74.กําหนดให 0a  = 1, 1a  = 1 และ na  = 3 1na −  + 4 2na −  จงแสดงวา na  = 
5
2 ( n4 ) + 

5
3 n)1(−

74.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 
5
2 ( n4 ) + 

5
3 n)1(−

 ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

5
2 ( 14 ) + 

5
3 1)1(−  = 

5
8  - 

5
3  = 1 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(1), P(2), ... , P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(1), P(2), ... , P(k) เปนจริง
เพราะฉะนั้น ka  = 

5
2 ( k4 ) + 

5
3 k)1(−  และ 1ka −  = 

5
2 ( 1k4 − ) + 

5
3 1k)1( −− ... (1)

 1ka + = 3 ka  + 4 1ka −

= 3(
5
2 ( k4 ) + 

5
3 k)1(− ) + 4(

5
2 ( 1k4 − ) + 

5
3 1k)1( −− ) (จาก (1))

= 
5
6 ( k4 ) + 

5
8 ( 1k4 − ) + 

5
9 k)1(−  + 

5
12 1k)1( −−

= 
5
6 ( k4 ) + 

5
8 (

4
1 )( k4 ) + (

5
9  - 

5
12 ) k)1(−

= (
5
6  + 

5
2 ) k4  - 

5
3 k)1(−

= 
5
8 k4  + 

5
3 1k)1( +−

= 
5
2 ( 1k4 + ) + 

5
3 1k)1( +−

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 

5
2 ( n4 ) + 

5
3 n)1(−

 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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75. กําหนดให 1a  = 2 และ na  = 1na −  + n
จงแสดงวา na  = 1 + 

2
1 n(n + 1), n = 1, 2, 3, …

75.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 1 + 
2
1 n(n + 1) ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1 + 

2
1 (1)(1 + 1) = 2 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(1), P(2), … , P(k) แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(1), P(2), … , P(k) เปนจริง
     1ka + = 1)1k(a −+  + (k + 1)

= ka  + (k + 1)
= 1 + 

2
1 k(k + 1) + (k + 1) (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 1 + 

2
1 k(k + 1))

= 1 + (k + 1)( 2
k  + 1)

= 1 + 
2
1 (k + 1)(k + 2)

= 1 + 
2
1 (k + 1)((k + 1) + 1)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 1 + 

2
1 n(n + 1) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั



Mathematical Induction96

76.กําหนดให na  = 1na −  + n(n - 1), 1a  = 3

จงแสดงวา na  = 3
)1n(n 2 −  + 3

76.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 3
)1n(n 2 −  + 3 ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง

เพราะวา 3
)11(1 2 −  + 3 = 3 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) จงแสดงวา ถา P(k) แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   1ka + = ka  + (k + 1)((k + 1) - 1)

= ka  + k(k + 1)

= ( 3
)1k(k 2 −  + 3) + k(k + 1) (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 3

)1k(k 2 −  + 3)

= ( 3
)1k(k 2 −  + k(k + 1)) + 3

= 3
1 (k + 1)(k(k - 1) + 3k) + 3

= 3
1 (k + 1)( 2k  + 2k) + 3

= 3
)1)1k)((1k( 2 −++  + 3

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N

เพราะฉะนั้น na  = 3
)1n(n 2 −  + 3 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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77.กําหนดให na  = 3 1na −  - 2, 0a  = 0 จงแสดงวา na  = - n3  + 1
77.แนวคิด  ให P(n) แทนขอความ “ na  = - n3  + 1 ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 3 0a  - 2 = -2 = - 13  + 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = 3 1)1k(a −+  - 2

= 3 ka  - 2
= 3(- k3  + 1) - 2 (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = - k3  + 1)
= - 1k3 +  + 1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = - n3  + 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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78.กําหนดให na  = 1na −  + 3 2n , 1a  = 3 จงแสดงวา na  = 2
)1n2)(1n(n ++

78.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 2
)1n2)(1n(n ++  ”

(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 2

)1)1(2)(11(1 ++  = 3 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = ka  + 3(k + 1) 2

= 2
)1k2)(1k(k ++  + 3(k + 1) 2 (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 2

)1k2)(1k(k ++ )

= 2
)1k(6)1k2)(1k(k 2++++

= 2
1 (k + 1)(2 2k  + k + 6k + 6)

= 2
1 (k + 1)(2 2k  + 7k + 6)

= 2
1 (k + 1)(k + 2)(2k + 3)

= 2
)1)1k(2)(1)1k)((1k( +++++

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 2

)1n2)(1n(n ++  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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79. กําหนดให na  = 2 1na −  + n, 0a  = 1 จงแสดงวา na  = 3( n2 ) - n - 2
79.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 3( n2 ) - n - 2 ”
 (1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 2 0a  + 1 = 2(1) + 1 = 3 = 3( 12 ) - 1 - 2 = 6 - 1 - 2 = 3 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = 2 ka  + (k + 1)

= 2(3( k2 ) - k - 2) + (k + 1) (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 3( k2 ) - k - 2)
= 3( 1k2 + ) - 2k - 4 + k + 1
= 3( 1k2 + ) - (k + 1) - 2

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 3( n2 ) - n - 2 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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80.กําหนดให 1a  = 1 และ na  = 2 1na −  + 1 จงแสดงวา na  = n2  - 1
80.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = n2  - 1 ”
(1) จงแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 12  - 1 = 2 - 1 = 1 = 1a  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) จงแสดงวา ถา P(1), P(2), … , P(k) เปนจริง แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(1), P(2), … , P(k) เปนจริง
      1ka + = 2 1)1k(a −+  + 1

= 2 ka  + 1
= 2( k2  - 1) + 1 (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = k2  - 1)
= 1k2 +  - 2 + 1
= 1k2 +  - 1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = n2  - 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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81.จงแสดงวา
1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(n - 1)) = 6

n (n + 1)(2n + 1)
81.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ
“ 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(n - 1)) = 6

n (n + 1)(2n + 1) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1 = 

6
1 (1 + 1)(2(1) + 1) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(k - 1))

= 6
k (k + 1)(2k + 1)

1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(k - 1)) + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(k))
= 6

k (k + 1)(2k + 1) + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2k)

= 6
k (k + 1)(2k + 1) + 6

)1k( + (1 + 1 + 2k)
= 6

k (k + 1)(2k + 1) + (k + 1) 2

= (k + 1)( 6
k (2k + 1) + (k + 1))

= 6
)1k( + (k(2k + 1) + 6(k + 1))

= 6
1k + (2 2k  + k + 6k + 6)

= 6
1k + (2 2k  + 7k + 2)

= ( 6
1k + )(k + 2)(2k + 3)

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(n - 1))

= 6
n (n + 1)(2n + 1) ทุกคา n ∈ N

หมายเหตุ เพราะวา 1 + 3 + 5 + … + 1 + (2(n - 1)) = 2
n (1 + 1 + 2(n - 1)) = 2n

เพราะฉะนั้น 1 + (1 + 3) + (1 + 3 + 5) + … + (1 + 3 + 5 + … + (1 + 2(n - 1))
= 21  + 22  + 23  + ... + 2n

= 6
n (n + 1)(2n + 1)

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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82. 1S , 2S , 3S , … เปนลําดับของเซต { 1 }, { 2, 3 }, { 4, 5, 6 }, … การหาผลบวกของสมาชิกในเซต nS

82.แนวคิด จํานวนสมาชิกของ 1S  ∪ 2S  ∪ 3S  ∪ … ∪ kS

= 1 + 2 + 3 + … + k
= 2

k (k + 1)
เพราะฉะนั้นสมาชิกตัวแรกของ 1kS +  คือ 2

k (k + 1) + 1
และสมาชิกตัวสุดทายของ 1kS +  คือ 2

k (k + 1) + k + 1

1kS +  = { 2
k (k + 1) + 1, 2

k (k + 1) + 2, …, 2
k (k + 1) + (k + 1) }

ผลบวกของสมาชิกใน 1kS + = 
2

1k + ( 2
k (k + 1) + 1 + 2

k (k + 1) + (k + 1))

= 2
)1k( + ( 2

k2  + 2
k  + 1 + 2

k2  + 2
k  + k + 1)

= 2
)1k( + ( 2k  + 2k + 2)

= 2
)1k( + ((k + 1) 2  + 1)

เพราะฉะนั้นผลบวกของสมาชิกใน nS  คือ 2
n ( 2n  + 1)

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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83.จงแสดงวา n2  < n! ทุกคา n ≥ 4
83.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ n2  < n! ”
(1) การแสดงวา P4) เปนจริง
เพราะวา 42  = 16 < 24 = 4! เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น k2  < k!
เพราะวา 1k2 +  < 2( k2 ) < 2(k!) < (k + 1)(k!) = (k + 1)! เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 4
เพราะฉะนั้น n2  < n! ทุกคา n ≥ 4

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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84.จงแสดงวา (2n)! < n22 (n!) 2  ทุกคา n ∈ N
84.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ (2n)! < n22 (n!) 2  ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (2)! < 22 (1!) 2  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   (2(k + 1))! = (2k + 2)!

= (2k)!(2k + 1)(2k + 2)
< (2k)!(2k + 2)(2k + 2)
< k22 (k!) 2 (2k + 2)(2k + 2) (P(k) เปนจริง ⇒ (2k)! < k22 (k!) 2 )
= 2k22 + (k!) 2 (k + 1)(k + 1)
= )1k(22 + ((k + 1)!) 2

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น (2n)! < n22 (n!) 2  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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85.จงแสดงวา 2304 | ( n27  - 48n - 1) ทุกคา n ∈ N
85.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 2304 | ( n27  - 48n - 1) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 27  - 48 - 1 = 0 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะวา )1k(27 +  - 48(k + 1) - 1 = (49) k27  - 48k - 48 - 1

= 49( k27  - 48k - 1) + 49(48k) - 48k
= 49( k27  - 48k - 1) + 48(48k)
= 49( k27  - 48k - 1) + 2304k

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 2304 | ( k27  - 48k - 1)) และ 2304 | (2304k)
เพราะฉะนั้น 2304 | ( )1k(27 +  - 48(k + 1) - 1) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 2304 | ( n27  - 48n - 1) ลงตัว ทุกคา n ∈ N 

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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86.จงแสดงวา 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  ≤ 2 n  - 1 ทุกคา n ∈ N

86.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  ≤ 2 n  - 1 ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

1
1  ≤ 2 - 1 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น   

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

k
1 ≤ 2 k  - 1

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

k
1  + 

1k
1
+

≤ 2 k  - 1 + 
1k

1
+

 = 
1k

11k1kk2
+

++−+ ... (1)

เพราะวา    4( 2k  + k) < 4 2k  + 4k + 1
   4( 2k  + k) < (2k + 1) 2

   2 kk2 + < 2k + 1
     2 k 1k + < 2k + 1

 2 k 1k + - 1k +  + 1 < 2k + 2 - 1k +

 2 k 1k + - 1k +  + 1 < 2(k + 1) - 1k +

เพราะฉะนั้น    
1k

11k1kk2
+

++−+ < 2 1k + - 1 ... (2)

จาก (1) และ (2) จะได 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
k

1  + 
1k

1
+

 < 2 1k + - 1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

n
1  ≤ 2 n  - 1 ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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87.จงแสดงวา 6400 | ( n29  - 80n - 1) ทุกคา n ∈ N
87.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 6400 | ( n29  - 80n - 1) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 29  - 80 - 1 = 0 และ 6400 | 0 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  )1k(29 +  - 80(k + 1) - 1 = (81) k29  - 80k - 81

= (80)( k29  - 1) + k29  - 80k - 1
= (80)( k81  - 1) + k29  - 80k - 1 ... (1)

P(k) เปนจริง ⇒ 6400 | ( k29  - 80k - 1) ... (2)
เพราะวา (81 - 1) | ( k81  - 1)  ⇒ 80 | ( k81  - 1)เพราะฉะนั้น 6400 | (80)( k81  - 1) ... (3)
จาก (1), (2) และ (3) จะได 6400 | ( )1k(29 +  - 80(k + 1) - 1) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 6400 | ( n29  - 80n - 1) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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88.จงแสดงวา 3 | ( n4  + 2) ทุกคา n ∈ N
88.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 3 | ( n4  + 2) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 4 + 2 = 6 และ 3 | 6 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1

1k4 +  + 2 = 4 k4  + 2 = 4( k4  + 2 ) - 6
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 3 | ( k4  + 2)) และ 3 | 6
เพราะฉะนั้น 3 | ( 1k4 +  + 2) ลงตัว เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 3 | ( n4  + 2) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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89.จงแสดงวา 13 | ( 1n24 +  + 2n3 + ) ทุกคา n∈N
89.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 13 | ( 1n24 +  + 2n3 + ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1)1(24 +  + 213 +  = 64 + 27 = 91 = 13(7) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
  1)1k(24 ++  + 2)1k(3 ++ = 16( 1k24 + ) + 3( 2k3 + )

= 16 ( 1k24 + ) + 3( 2k3 + )
= 16 ( 1k24 +  + 2k3 + ) - 13( 2k3 + )

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 13 | ( 1k24 +  + 2k3 + )) และ 13 | 13( 2k3 + )
เพราะฉะนั้น 13 | ( 1)1k(24 ++  + 2)1k(3 ++ )
เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n
เพราะฉะนั้น 13 | ( 1n24 +  + 2n3 + ) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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90.จงแสดงวา 24 | (713( 2n39 − ) + 15) ทุกคา n ∈ N
90.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 24 | (713( 2n39 − ) + 15) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 713( 2)1(39 − ) + 15 = 713(9) + 15 = 6432 = 268(24) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   713( 2)1k(39 −+ ) + 15 = 713( 39 ( 2k39 − )) + 15

= 39 (713( 2k39 − ) + 15) - 15( 39  - 1)
= 729(713( 2k39 − ) + 15) - 24(455)

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 24 | (713( 2k39 − ) + 15)) และ 24 | 24(455)
เพราะฉะนั้น 24 | (713( 2)1k(39 −+ ) + 15) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 24 | (713( 2n39 − ) + 15) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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91.จงแสดงวา 24 | ( n16  + 2n39 −  - 1) ทุกคา n ∈ N
91.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 24 | ( n16  + 2n39 −  - 1) ”
(1) การแสดงวา P(7) เปนจริง
เพราะวา 16 + 9 - 1 = 24 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
    1k16 +  + 2)1k(39 −+  - 1 = 16( k16 ) + 39 ( 2k39 − ) - 1

= 16( k16 ) + 729( 2k39 − ) - 1
= 16( k16  + 2k39 −  - 1) - 16( 2k39 − ) + 729( 2k39 − ) + 16 - 1
= 16( k16  + 2k39 −  - 1) + 713( 2k39 − ) + 15

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 24 | ( k16  + 2k39 −  - 1)) และ 24 | (713( 2k39 − ) + 15) (จากขอ 92)
เพราะฉะนั้น 24 | ( 1k16 +  + 2)1k(39 −+  - 1) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 24 | ( n16  + 2n39 −  - 1) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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92.จงแสดงวา 9 | ((2) n10  + (3) 1n10 −  + 4) ทุกคา n ∈ N
92.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 9 | ((2) n10  + (3) 1n10 −  + 4) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (2) 110  + (3) 1110 −  + 4 = 20 + 3 + 4 = 27 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
 (2) 1k10 +  + (3) 1)1k(10 −+  + 4 = 10(2) k10  + 10(3) 1k10 −  + 4

= 10((2) k10  + 10(3) 1k10 −  + 4 ) - 36
เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 9 | ((2) k10  + (3) 1k10 −  + 4)) และ 9 | 36
เพราะฉะนั้น 9 | ((2) 1k10 +  + (3) 1)1k(10 −+  + 4 เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 9 | ((2) n10  + (3) 1n10 −  + 4) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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93.จงแสดงวา 11 | ((8) n210  + (6) 1n210 −  + 9) ทุกคา n ∈ N
93.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 11 | ((8) n210  + (6) 1n210 −  + 9) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา (8) 210  + (6) 1210 −  + 9 = 800 + 60 + 9 = 869 = 79(11) เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
   (8) )1k(210 +  + (6) 1)1k(210 −+  + 9 = 100(8) k210  + 100(6) 1k210 −  + 9

= 100(8) k210  + 100(6) 1k210 −  + 9
= 100((8) k210  + (6) 1k210 −  + 9) - 900 + 9
= 100((8) k210  + (6) 1k210 −  + 9) - 891

เพราะวา (P(k) เปนจริง ⇒ 11 | ((8) k210  + (6) 1k210 −  + 9))) และ 11 | 891
เพราะฉะนั้น 11 | ((8) )1k(210 +  + (6) 1)1k(210 −+  + 9 ) เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 11 | ((8) n210  + (6) 1n210 −  + 9) ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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94.จงแสดงวา 1 + n < n2  ทุกคา n ≥ 2
94.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 1 + n < n2  ”
(1) การแสดงวา P(2) เปนจริง
เพราะวา 1 + 2 < 22  เพราะฉะนั้น P(2) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น    1 + k < k2

            1 + (k + 1) < 1 + k2

< k2  + k2

= 2( k2 )
= 1k2 +

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ≥ 2
เพราะฉะนั้น 1 + n < n2  ทุกคา n ≥ 2
แบบที่ 2 n2  = (1 + 1) n  = ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

0
n  + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

1
n  + ... + ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

n
n  ≥ 1 + n ทุกคา n ≥ 2

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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95.จงแสดงวา 41  + 42  + 43  + ... + (n - 1) 4  < 5
n5  ทุกคา n ∈ N

95.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 41  + 42  + 43  + ... + (n - 1) 4  < 5
n5  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 40  < 

4
15  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น   41  + 42  + 43  + ... + (k - 1) 4 < 5

k5

 41  + 42  + 43  + ... + (k - 1) 4  + 4k < 5
k5  + 4k (บวก 4k  สองขาง)

= 
5
1 ( 5k  + 5 4k )

≤ 
5
1 ( 5k  + 5 4k  + 10 3k  + 5 2k  + 1)

= 5
)1k( 5+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพระฉะนั้น 41  + 42  + 43  + ... + (n - 1) 4  < 5

n5  ทุกคา n ∈ N

                                 รองศาสตราจารย ์ดาํรงค ์ทพิยโ์ยธา 

ภาควชิาคณติศาสตรแ์ละวทิยาการคอมพวิเตอร ์คณะวทิยาศาสตร ์จฬุาลงกรณ์มหาวทิยาลยั
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96.จงแสดงวา 5
n5  < 41  + 42  + 43  + ... + 4n  ทุกคา n ∈ N

96.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 5
n5  < 41  + 42  + 43  + ... + 4n  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

5
15  < 41  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 5

k5  < 41  + 42  + 43  + ... + 4k ... (1)

 5
)1k( 5+ = 

5
1 ( 5k  + 5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k + 1)

= 5
k5  + 

5
1 (5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k + 1)

< 41  + 42  + 43  + … + 4k  + 
5
1 (5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k + 1) (จาก (1))

< 41  + 42  + 43  + … + 4k  + 
5
1 (5 4k  + 10 3k  + 10 2k  + 5k + 5)

= 41  + 42  + 43  + … + 4k  + ( 4k  + 2 3k  + 2 2k  + k + 1)
≤ 41  + 42  + 43  + … + 4k  + ( 4k  + 4 3k  + 6 2k  + 4k + 1)
= 41  + 42  + 43  + … + 4k  + (k + 1) 4

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพระฉะนั้น 5

n5  < 41  + 42  + 43  + ... + 4n  ทุกคา n ∈ N
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97.จงแสดงวา 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  ≥ n  ทุกคา n ∈ N

97.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “  
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
n

1  ≥ n  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 

1
1  ≥ 1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

k
1  ≥ k

เพราะฉะนั้น 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
k

1  + 
1k

1
+

 ≥ k  + 
1k

1
+

... (1)

  k(k + 1) ≥ k
     )1k(k +  + 1 ≥ k + 1

      1k
1)1k(k

+
++

≥ 1

 1k
)1k(k

+
+  + 1k

1
+

≥ 1

1k
k
+

 + 1k
1
+

≥ 1

  k  + 
1k

1
+

≥ k + 1 ... (2)

จาก (1) และ (2) จะได 
1

1  + 
2

1  + 
3

1  + ... + 
k

1  + 
1k

1
+

 ≥ k  + 
1k

1
+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 

1
1  + 

2
1  + 

3
1  + ... + 

n
1  ≥ n  ทุกคา n ∈ N 
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98.จงแสดงวา 21
1  + 22

1  + 23
1  + ... + 2n

1  ≤ 2 - n
1  ทุกคา n ∈ N

98.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ 21
1  + 22

1  + 23
1  + ... + 2n

1  ≤ 2 - n
1  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 21

1  ≤ 2 - 1
1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
เพราะฉะนั้น 21

1  + 22
1  + 23

1  + ... + 2k
1  ≤ 2 - k

1

เพราะฉะนั้น 21
1  + 22

1  + 23
1  + ... + 2k

1  + 2)1k(
1
+

 ≤ 2 - k
1  + 2)1k(

1
+

... (1)

    -k - 1 ≤ -k
- 2k  - k - 1 ≤ - 2k  - k

  - 2k  - 2k - 1 + k ≤ - 2k  - k
   -(k + 1) 2  + k ≤ -k(k + 1)

   2

2

)1k(k
k)1k(

+

++− ≤ - 1k
1
+

 - k
1  + 2)1k(

1
+

≤ - 1k
1
+

  2 - k
1  + 2)1k(

1
+

≤ 2 - 1k
1
+

... (2)

จาก (1) และ (2) จะได 21
1  + 22

1  + 23
1  + ... + 2k

1  + 2)1k(
1
+

 ≤ 2 - 1k
1
+

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น 21

1  + 22
1  + 23

1  + ... + 2n
1  ≤ 2 - n

1  ทุกคา n ∈ N
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99.กําหนดให 0a  = 1, 1na +  = 2 ∑
=

n

0  i
na  จงแสดงวา na  = 2( 1n3 − )

99.แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 2( 1n3 − ) ”
(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 2( 0a ) = 2 เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง
(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k = 1, 2, 3, ... , n แลว P(n + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k = 1, 2, 3, ... , n
เพราะฉะนั้น ka  = 2( 1k3 − ) ทุกคา k = 1, 2, 3, ... , n

 1na + = 2 ∑
=

n

0  i
ia

= 2(1 + ∑
=

n

1  i
2( 1i3 − ))

= 2 + 2 ∑
=

n

1  i
2( 1i3 − )

= 2 + 4 ∑
=

n

1  i

1i3 −

= 2 + 4(1 + 3 + 23  + ... + 1n3 − )
= 2 + 4( 13

13n

−
− )

= 2 + 2( n3  - 1)
= 2( n3 )
= 2( 1)1n(3 −+ )

เพราะฉะนั้น P(n + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 2( 1n3 − ) ทุกคา n ∈ N
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100. กําหนดให 0a  = 1 และ 1na +  = 4 na  - 1 จงแสดงวา na  = 3
2 ( n4 ) + 3

1  ทุกคา n ≥ 1
100. แนวคิด ให P(n) แทนขอความ “ na  = 3

2 ( n4 ) + 3
1  ”

(1) การแสดงวา P(1) เปนจริง
เพราะวา 1a  = 4 0a  - 1 = 4(1) - 1 = 3 = 3

2 ( 14 ) + 3
1  เพราะฉะนั้น P(1) เปนจริง

(2) การแสดงวา ถา P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1 แลว P(k + 1) เปนจริง
สมมติ P(k) เปนจริง เมื่อ k ≥ 1
     1ka + = 4 ka  - 1

= 4( 3
2 ( k4 ) + 3

1 ) - 1 (P(k) เปนจริง ⇒ ka  = 3
2 ( k4 ) + 3

1 )
= 4( 3

2 ( k4 )) + 3
4  - 1

= 3
2 ( 1k4 + ) + 3

1

เพราะฉะนั้น P(k + 1) เปนจริง
โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร จะได P(n) เปนจริง ทุกคา n ∈ N
เพราะฉะนั้น na  = 3

2 ( n4 ) + 3
1  ทุกคา n ∈ N
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